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Spektar signala

Fourierova transformacija: x(#) o—> X(w).

x(t)e " dt

=
g,
Il
é'—.S

= )=—= [ x(w)e™ di

Fourierova transformacija

—+00
X(o)= J.x(t)e’j“”dt
Dovoljni (ne i nuzni) uvjeti za postojanje X(w) su:
1. Dirichletovi uvjeti — x(f) je ograni€ena konaénim brojem

maksimuma i minimuma te kona¢nim brojem
diskontinuiteta na bilo kojem kona¢nom intervalu od t.

2. apsolutna integrabilnost x(t).

T\x(t)\dt <o,

—0

Spektar signala

Fourierova transformacija je uobi¢ajena mjera
frekvencijskog sadrzaja deterministickih
signala.

Neprikladna mjera za slu€ajne procese: ne
mora postojati za sve realizacije.

U nastavku ¢emo opisati prikladniju mjeru
frekvencijskog sadrzaja slu¢ajnog procesa:
gustocu spektra snage.

Slucajni proces X(z, s)

x(t,81)

S

x(,5,)

x(t,s,)

x(t’sn+1)

Spektar signala

Realizacija beskonacnog trajanja: najcesce
Fourierov integral divergira.

Uzmemo konacni segment [-7, 7] jedne
realizacije:

x(t,s,) ]

| T, ! T
t.5) x(t,s,) —-T<t<T
xp(t,s,)= .
! 0 drugdje
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Spektar signala

x{t, 5,) N |

]'\xr(t} dt <o

-r

T — konacan => mozemo pretpostaviti apsolutnu

— konvergenciju.
Fourierov spektar ’
tada postoji: X, (0)= J' x(t) e di.

-T

Energija 1 snaga signala

Energija u intervalu (-T, 7):
T T

E(T)=[x, (t)dt = [*(t)at.

-T -T

e Snaga: 1%,
P(T):EJTX (t)dt

= energija u jedinici vremena.

e Fourierov spektar X;(®) postoji, pa mozemo
koristiti Parsevalov teorem.

Snaga signala

Parsevalov teorem za energije:

T 1 ©
£(T)= jT ()dt = - L X, ()| do.
e Snaga = energija / vrijeme:

L7 17 [X(e)f
P(T)=— [x()dr = —— [222 4q,
(7) 2T_Lx(t)t 2;:_[0 or ¢

gustoca sp. snage

e Veci T=> tocniji izraz za snagu jedne

realizacije x(t, s,) slu€ajnog procesa X, s).

Srednja snaga slucajnog procesa

Kako prije¢i od jedne realizacije x(z, s,) do
slu¢ajnog procesa X{(¢, s)?

P(7) je slu€ajna varijabla.

Primijenimo operator oCekivanja da dobijemo
srednju snagu i formirajmo limes 7—o:

R e EX ()]
Py = lim — jT E[x?(¢)]dr = E,ﬁg ;761(0.

= srednja snaga slu¢ajnog procesa X(z, s).

Srednja snaga slucajnog procesa

Srednja snaga procesa X(¢) je dana
vremenskom srednjom vrijednoSéu 4{-}
drugog momenta:

—— e Za stacionarni proces:

Py = E[ X*(t)]= X* = konst.

Gustoca spektra snage

Parsevalov teorem nam je dao izraz:
2
1 7. E|X, @
P,=— hmi[‘ A )‘]
2m 5 T 2T

dw.

e S druge strane, srednja snaga procesa moze se
izraCunati integracijom gustoce spektra snage:

1 o0
— Py =E_J;Sxx(a))da”

SXX(a)): limiE[ ‘XT(CO)‘ ].
T 2T
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Gustoca spektra snage

Dobiveni izraz:

$ (@)= lim 2LEr @) ] X (@)l ]
e 2T

je vazan rezultat kojim definiramo

gustocu spektra snage (eng. power density
spectrum) slu€ajnog procesa.

S_(w) je mjera srednjeg frekvencijskog sadrzaja
snage slu¢ajnog procesa.

Kraéi naziv: spektar snage.

Svojstva gustoce spektra snage

5) S, (0)= 'S, (@), Xi-= %

6.) Spektar snage i autokorelacijska funkcija su
povezani: posebno poglavlje u nastavku.

>

Sirina gustoée spektra snage

Za niskopropusni slu€ajni proces jedna
mjera Sirine oko @ =0 je drugi moment
spektra snage, tj. varijanca.

Efektivna Sirina pojasa (eng. RMS
bandwidth) NP procesa definirana je kao
normirana varijanca:

— Ia)z Sy (@)dw
2

Wiws” == :
_[SXX (0)da

Sirina gustoée spektra snage

Za pojasnopropusni slu¢ajni proces
efektivna Sirina se mjeri oko
srediSta pojasa w,:

Autokorelacija - spektar snage

. 1 jot t —jot
=;1mE[EJ.X(t,)e/ ‘dt]-_LX(tz)e 'R dt, ]

TT
B [ [E X () X ()1 e dndy,
T

Ryx (11,15)

Ry(t,, t,) — autokorelacijska funkcija procesa X(z).

Autokorelacija - spektar snage

Uz supstituciju t=¢, i r=t¢,—t, izlazi:

o1 T I o
SXX(w):}g?"E,;",, JTRXX(t,Hr)dte/ dr

e Provedemo limes za vanjski integral:

AR o
it o

T

vremenska srednja vrijednost
autokorelacijske funkcije procesa X(¢).
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Autokorelacija - spektar snage

Sy (@)= TA[RXX(t,t+r)]e'j“”dT

S.(®) i A[R, (¢, t+7)] salinjavaju Fourierov
transformacijski par:
Syd®) <—o A[Ry(t, t+1)].

Za X(¢) stacionaran u Sirem smislu vrijedi:

AR (t, 701 = R ().

=> AKEF nije funkcija vremena, ve¢ samo pomaka .

Wiener-Khinchinove relacije

S (@)= _TRXX(T)E_ijdT

1 T joT
RXX(T)ngSXX(a))e’ do

—0

Veze autokorelacijske funkcije i spektra
snage stacionarnog slu¢ajnog procesa.

Wiener-Khinchinove relacije

Rxx A Sxx A . &(}0)
1
R, —aylt| Sy 2
ol SR e
@y
!

Kroskorelacija — spektralna
gusto¢a medusnage

Neka je proces W(r) = X(¢) + Y(¢).
Autokorelacija Ry, ,(t, t+7) = E[W(¢) W(t+7)] =
E{[XO+tY( O [X(t+o)+Y(+)]} =
Ry (t, tH7) + Ry(t, t+7) + Ryylt, t+7) + Ry (2, t+7).
Napravimo vremensku srednju vrijednost A[-] i
uradimo Fourierovu transformaciju:

Sy @) = Sypd @) + Sy @) + Sy @) + Syl W).
Dva nova €lana Syy(@) i Syy(w) su spektri
medusnage (engl. cross-spectra).

Kroskorelacija — spektralna
gusto¢a medusnage

segmenta jedne realizacije:
x(1) 0> X( ),

y1(t) o=> Y(w).
Medusnaga dva signala:

1 T
PXY(T):EJ.XT(t)yT(t)dt
-T
e Parsevalov teorem daje:
1 X (0)Y (@)
Py (T)=— | 2=
or(7) 271';[0 o

Mogu se dobiti iz Fourierovog spektra kona¢nog

Kroskorelacija — spektralna
gusto¢a medusnage

Srednja vrijednost preko svih realizacija:

_ 1 2 E[X)(0)Y,(0)]
PXY(T)=§L%M
eZaTlT—w:

P, =L [lim hett )YT(“’)]dw

27[ —OOT_)OC 2T

Sxy(w)

1 o0

= J‘ w(@)do e Analogno za Py,.
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Svojstva spektra medusnage

Sy @) = Syy(-0) = Sy (@),

Re[Sy(@)] i Re[Sy(@)] — parne funkcije,
Im[S,(@)] i Im[S;(@)] — neparne funkcije,
Sl@)=0 i Sy(@)=
Nekorelirani X(¢) i Y(¢) s konstantnom srednjom
vrijednosti => S, (@) = Sy () =27 XY K o).
A[Ry(t, t+7)] 0=> Sy @) i A[Ry(t, t+7)] 0

Cine Fourierov transformacijski par,
za zajednicki stacionarne procese vrijedi:

R (1) 0> Sy (@) 1 Ry (7) 0—> Sy ().

0 ako su X(¢) i Y(¢) ortogonalni.

o0—> Sy .
—— srednja kroskorelacijska funkcija i spektar medusnage

Vremenski diskretan
slu€ajni proces

X(n) VDSP: X(n), neZ.

Ocekivana vrijednost:

E[X(n)].

AKF:

Ry(n, ntk) =
E[X(n)X(n+k)].

Vremenska srednja

vrijednost:

M=)
wlo

& (L < 3 s

ote
o—lw

oy &

Vremenski diskretan
slu€ajni proces

2 N X

Lo

3 3 El 0 1 3

I )

[
& 1

o—le

Xy(n) "

X,(n) — konacan segment [-N, N] slu€ajnog procesa.

Gustoca spektra snage vremenski
diskretnih slu¢ajnih procesa

W\ . E[ X X,]
)= i =

N
=limE
{2N+1 z

N
/'wnl . ZX(n )ef/'wnz
2
ny=—N

)] e.f“’(”l‘"z)

Rxx("l 4> )

R,(n,, n,) je autokorelacija diskretnog procesa
X(n).

Supstituiramo n=n, i k=n,-

N—w

n,:—N ny=—N

n,, pa slijedi...

|

Gustoca spektra snage vremenski
diskretnih slu¢ajnih procesa

1 N-n

N .
Sxx(ej”’)=}vi£§c IN+1 Z Z]\;RXX(n,n+k)-eﬁ”k

~N-n —
ZaN — o

SXX(QW) flvlglo 2N +1 ZR

nn+k e ok

n n+k] ~jok

Sunle”)= 2 ARy

o Veza Sy (@) i A[Ryy(n, n+k)]: DTFT.

L vremenska srednja vrijednost AKF procesa X(n)

Gustoca spektra snage vremenski
diskretnih slu¢ajnih procesa

Za stacionarne procese:

()zR<
o Jsaer

e Wiener — Khlnchlnove relacije za vremenski

L diskretne slu€ajne procese.
e Srednja snaga:

SECC)]  py = a{slm))

ja)k da)

P hm
o “ 2N +14
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Gustoca spektra snage vremenski
diskretnih slucajnih procesa

Srednja snaga Py, integriranjem gusto¢e
spektra:

P = [Sule)do

Ef|x, ()1

Sﬂ(e‘f”): lim N

N—oo

Slucajni proces u linearnom
sustavu

Prof. dr. sc. Hrvoje Babi¢
Prof. dr. sc. Damir Sersi¢

http://ts.zesoi.fer.hr

Odziv linearnog sustava

Op¢i linearni sustav zadajemo kao:

y(t)=H[x®)}

e gdje je H linearni operator koji predstavlja
djelovanje sustava na x(t).
| e Za svaki signal x(f) po definiciji vrijedi:

x(t)= [x(&)-0(-¢) d&.

Odziv linearnog sustava

Supstitucijom slijedi:

()= H[x0]= Hﬁx@-aa —-£) dé}

= [x(®)-H[5(-&)]dg.

[ e Definiramo novu funkciju A(z, & — impulsni odziv
linearnog sustava:

H[o(t - &)]=h(t,)

Odziv vremenski stalnog linearnog
sustava

Konaéno, za odziv linearnog sustava dobivamo:

()= [x(&)-h(t,&) d&.
e Ako je sustav reovisan (invarijantan) o
vremenu:

h(t,&)=h(t- &),

y(t) = Jx(cf) -h(t—&) dé. — konvolucijski integral

—o0

e Kraée oznadeno: ¥(t) = x(t) * h(t) = h(t) * x(¢).

Odziv linearnog sustava u
frekvencijskoj domeni

Primijenimo Fourierovu transformaciju na y(t):

—o0 |-

H@)= Ty Gre s f ﬁx(f) “h(t=&) dé } -edt,

-] x(f)ﬁh(t —&)e ) dr} e,

- [ emlo)-emiaz = (o)-x(o)

* H(w) nazivamo prijenosnom funkcijom sustava.
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Kauzalnost 1 stabilnost sustava

Linearan vremenski stalan (LVS) sustav je kauzalan ako
se ne odaziva prije nego $to je pristigla pobuda.
Matematicki izrazen uvjet kauzalnosti glasi:
y(t)=0zat<t,akoje x(f)=0 za t <,

Za LVS sustav slijedi: h(f)=0za t<0.

Sustav je stabilan ako je odziv na bilo koju ograni¢enu
pobudu ograniéen: [x(f)] <M — |y(t)] <M:1 (M il su
konstante).
ZaLVS +o0
sustav slijedi: I = .[ ‘h(tx dt < oo

—0

Slucajni proces u linearnom
sustavu

Promatramo odziv stabilnog, linearnog i
vremenski stalnog sustava na jednu realizaciju
x(t) slu€ajnog procesa X(t).

| kada je x(t) slu€ajan signal, takoder vrijedi:

y(0) = [%(&)-h(t-&) dé,

[n(&)-x(t-&) d.

Slucajni proces u linearnom
sustavu

Djelovanje linearnog sustava na jednu realizaciju
x(t) slu€ajnog procesa X(t) rezultira signalom y(t)
kojeg mozemo smatrati realizacijom nekog
novog slu¢ajnog procesa Y(t).

Definiramo slu€ajni proces:
Y(t)= [W&) X(t-&) d¢

e kao novi slu€ajni proces koji nastaje djelovanjem
linearnog sustava H na sve realizacije ulaznog
procesa X(t).

Srednja vrijednost odziva

Ako je ulazni slu€ajni proces X(t) stacionaran u
Sirem smislu vrijedi:

E[r()]= Eﬁh(g) X(-&) d§}.

e Mi ¢emo pretpostaviti da operator oCekivanja E i
integral mogu zamijeniti mjesta kad god to

—— zatrebamo (dokaz i uvjeti Cooper & McGillem

1986.).

400

= [n(&)-Elx(-)]de.

Srednja vrijednost odziva

E[Y(t)]= )?Th(g) dé =Y. — konstanta.

—©

Srednja vrijednost Y({) jednaka je srednjoj
vrijednosti X(f) pomnozenoj s povrsinom ispod
impulsnog odziva sustava, ako je X(f)
stacionaran u Sirem smislu.

Srednja kvadratna vrijednost
odziva

el 0] =E| [hE) X (-&)de- [ME)-X(-&)dé |

+00+00

= [ [ElX@-&) X(-&)nE)hE) déde,

Ako je ulazni slu¢ajni proces X(t) stacionaran u
Sirem smislu vrijedi:
E[X(t~&) X(~&)]=Ru (&~ &),

e odnosno autokorelacija nije funkcija vremena.
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Srednja kvadratna vrijednost
odziva

Stoga niti nas rezultat nije ovisan o vremenu:

+00+00

= ] JRulé

—00—00

E[ro)] -&E)hEHE,) dEdS, =y?

e Izraz u vedini sluajeva nije jednostavno
— izraCunati.

e Mi ¢emo rijeSiti jednostavan primjer.

Srednja kvadratna vrijednost
odziva - primjer

Trazimo srednju kvadratnu vrijednost izlaza, ako
je na ulazu u sustav bijeli Sum:

RXX(:I_§2)=%§(§I_§2)’

e gdje je N, pozitivna realna konstanta.
d Slijedi'

+w+:>o

= [ [5ete

—00—00

= &) hE) (&) dEdS,.

Srednja kvadratna vrijednost
odziva - primjer

Integriramo najprije po &;:
_ N +o0
vP= 2[R HE) de,

e jerintegral o (&—&,) h(&)) d&, iznosi h(S,).
e Konacno:

72_&”0 2
v== _J;h (&)dE.

e U naSem slucaju, izlazna snaga proporcionalna
je povrsini ispod kvadrata impulsnog odziva.

Autokorelacijska funkcija odziva

Neka je X(t) stacionaran u Sirem smislu.

Ry, (t,t+7)=E[Y ()Y (t+7)]

=E| [M&)-X(t-&)d& - [h(&)- Xt +7-&)dE, |,

— = [ [Elx(-¢&) X+ -£)]nENE,) dédé,

e |zraz pod operatorom oCekivanja je Ry, (¢, t+7+&=4,), a
kako je na$ proces stacionaran u Sirem smislu slijedi:

Autokorelacijska funkcija odziva

~+00+00

7)= [ [Rulc+& =) HEIN(E,) dEAE,.

—00—00

Pretpostavka: X(t) stacionaran u Sirem smislu.
Slijedi da jeY({) isto stacionaran u Sirem smislu,

aizraz za Ry, je dvostruka konvolucija ulazne
autokorelacijske funkcije s impulsnim odzivom

sustava:
Ry, ()= Ry (r)*h(=7)*h(z)

e ii(—7)*h(7) se naziva i autokorelacijom impulsnog
odziva.

Spektar snage odziva

Polazimo od poznatog izraza:

Sy(@)= TRYY(T)eijmd &
Sy (2)= [ [ [Rux(+&-&)MEINE,) dEdé,e ™ dr.

= (1) [HED [Reclr+6 &) e dr desds,
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Spektar snage odziva

Supstituiramo:
E=r+&-¢, dé=dr.
Eksponencijalni €lan razdijelimo u 3 dijela:

r= é:_ 631 + ézz’ e /0 = oI ,eﬂ'wé . e—jwé

Prvi Clan je H*(w), drugi je H(w), a treci S, ().

R (7)= .[ h(&)e™ ™ dg, .[ (&) e dg, I Ry (£)e /™ dé.

Spektar snage odziva

Konacno:

SYY(a’) =H (a)) H(a’) Sxx(a))s
SYY(CU) = ‘H([‘)XZ : SXX(a))

Dobiveni izraz povezuje spektre snage
ulaznog i izlaznog slu¢ajnog procesa.
Vrlo vazan medurezultat |H(w)|2 nazivamo
prijenosnom funkcijom snage.

Kroskorelacijska funkcija ulaza i
1zlaza

Kroskorelacijska funkcija X(f) i Y(t) je:
Ry, (t,t+7)= E[X()Y(t +7)]

=E| X0 [h(&)-X(t+7-&)dE |

= [E[x(®) X(t+7-9)]n(&) d,

e Izraz pod operatorom oCekivanja je Ry (¢, t+7-€), a

ako je proces X(t) stacionaran u Sirem smislu slijedi:

Kroskorelacijska funkcija ulaza 1
izlaza

Ry (0)= [ Ruele - &) (&) de.

Izraz za Ry je konvolucija ulazne
autokorelacijske funkcije s impulsnim odzivom

sustava. R, (r)= Ry, (7)*h(z)

| e Sli¢no moZzemo pokazati:
Ry (z)= [ Ry (=€) h(=&) de,

Ryy (T) =Ry (T) * h(_ T)-

Kroskorelacijska funkcija ulaza i
1zlaza

Izrazi za Ryy i Ryy ne ovise o vremenu — X({) i
Y(f) su zajednicki stacionarni u Sirem smislu (vec
smo prije pokazali da je Ry, neovisna o
vremenu).

Uvrstimo li rezultate u prethodni izraz za Ry
imamo:

R, (r)= I Ry (r+&)R(&) de,

RYY(T) = RXY(T)* h(_ T)'

Kroskorelacijska funkcija ulaza 1
izlaza

Sli¢na supstitucija daje vezu:

RYY(T): JRYX(T_g)h(é:) dé,

Ry, (T) =Ry, (T)* h(f)'




Hrvoje Babi¢ 1 Damir Sersi¢
Slucajni procesi u sustavima: Spektralne
karakteristike slucajnih procesa

Kroskorelacijska funkcija ulaza 1

izlaza - primjer Spektri medusnage

Nastavljamo prethodni primjer raCunajuci Ryy i Vrlo je lako pokazati da:

Ry

TN
R (£)= [ 8(r-£)M(&) dE =22 (o), 5, (@)= H(0)-S (o),

| Re(e)= [ 220 -&)h(-0) de =S hor) = Ry (7).

e Potvrdili smo ve¢ poznatu vezu Ry i Ryy.

Odziv vremenski stalnog Srednja (o¢ekivana) vrijednost
diskretnog linearnog sustava izlaza linearnog sustava

Izlaz diskretnog vremenski stalnog linearnog U slu¢ajnom procesu to vrijedi za svaku
sustava dan je konvo]ucijskom Sumacijom: realizaciju, pa tako i za oéekivanu VrijeanSt Obje

B strane konvolucijske sumacije.
xm 1 »0 ()—‘h(—)
h(n) v, (n)= 2 h(n—m)x,(m), =
AN = E[Y(n)]=E| Y h(n—m) X (m) |= Z h(n—m) X(m)]
e Sto je bio izraz za jednu realizaciju slu¢ajnog " mee

procesa x,, a za sve realizacije mozemo | e Za stacionarne procese E[X(m)] je konstanta,
napisati: pa slijedi da je i E[Y(n)] konstanta :

Xo) 01 YO Y(n)= m;wh(n —m) X (m). E[r(n)]=Y = )?-mzwh(m)

Srednja (o¢ekivana) vrijednost

. : Autokorelacijska sekvencija
1zlaza linearnog sustava

Ocekivana vrijednost E[Y(n,) Y(n,)] = R,,(n;, 1,),

Zanimljiv rezultat imamo i u Z-domeni.
Kako je Z transformacija impulsnog odziva h(m): R, (n,n,)= H Zh n - )X(M)J'Y(nz)},
H(z)= Y h(m)z", sliedi daje = Zh n,—m) E[X (m)-Y(n,)],
[ H() = ih(m), odnosno | R,,(m,n;)= Zh(nl m) R, (m,n,)

+ Za stacionarni proces, uz supstituciju k = n,—n,il=

n,—m slijedi:
th k)R, ()

I=—0

E[Y(n)]=Y =X -H(1).
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Autokorelacijska sekvencija Autokorelacijska sekvencija
Isto tako mozemo dobiti: Kako je R, /(K) = R, (—K) 1 Ry (k)= R (—kK),
E[Y(n)- X(n)]= > h(n,—m) E[X (m)- X (n,)), VIR
R, (k)= 2 h(-1+Kk)R, (D), R,(k)=h(-k)*R.(k).
Ryx(nl’nZ ) = Zh(nl _m) Rxx(m’nz)' ° S|iéné:i_;;'|amo:
* Za stacionarni proces, uz supstituciju k =n,—n,i /= R,=h*R,,
—m slijedi: ©
7SS jl?yx(k)z > h(i-k) R, (), . R, (k)= h(k)* h(=k)* R (k).
f= Cesto se naziva autokorelacija impulsnog odziva r,,.
B =l R R, (0)=ry k) * R, (k)
Autokorelacijska sekvencija u Autokorelacijska sekvencija u
frekvencijskoj domeni (F,)) Z domeni
Syy (ejw): H(ejw )SXX (e'/w )’ SYX(Z) = H(Z) Syx (z),
SXY(e/”’)zSYX(e"’“’), SXY(Z):SYX Z’l),
SXY(ej“’)ZH(e_j”)SH(ej‘”), SXY(Z):H(Z_I)SXX(Z),
Syy(ej“’): H(ej“’)H(e_j’”)SXX (ej“’ ), Sy (z)=H(z) H(Zil)Sxx (2)-
— 5 q 2 q —
SYY(e'I ): ‘H(e/ ] Sx (e/ ) Transfer funkcija snage R,,(2), ili transfer funkcija Il
T . ] reda.
ransfer funkcija snage R, (e/®).
Analiza i sinteza linearnih sustava
. L. . . * Analiza: x,h—y
Optimalni linearni sustavi x
» Sinteza: X, y—>h
Prof. dr. sc. Hrvoje Babi¢ X h 4
Prof. dr. sc. Damir Sersi¢ | o ) L o
http://ts.zesoi.fer.hr * Analiza Ilnle.a.rnlh sustava je uvijek moguca, iako
ne mora biti jednostavna.
+ Sinteza ne mora dati ostvarivo rjeSenje: na
realnom sustavu uvijek postoje ogranicenja.
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Sinteza linearnih sustava

Realni sustavi — kauzalni, kona¢nog reda, s
raspodijeljenim parametrima, ...

biti ostvariv.

odnos xi y.
Za linearne sustave odredivanje sustava je

Cesto znamo Zeljeni odnos x i y, ali sustav h ne mora

Zadatak sinteze: odrediti sustav koji zadovoljava
ogranicenja realnog sustava i aproksimira zeljeni

pronalazenje prijenosne funkcije ili impulsnog odziva.

Optimalni sustavi

Latinski optimus = najbolji.

Za sintezu ili sustava

moramo poznavati:
ulazne specifikacije (eng. input specification),
ogranicenja sustava (eng. system constraints),
kriterij optimalnosti (eng. criterion of optimality).

Ulazne specifikacije

Ulaz moze biti:
deterministicki signal;
m stohasticki signal (realizacija slu¢ajnog
procesa):
= zadan funkcijom gustoce vjerojatnosti ili

spektar snage, ...

signala.

razdiobom; odnosno opisan mjerama kao $to su
srednja vrijednost, autokorelacijska funkcija,

m mjeSavina deterministi¢kog i stohasti¢kog

Ogranicenja sustava

Sustav moze biti:
sa zbijenim ili raspodijeljenim parametrima,
m linearan ili nelinearan,
m kauzalan ili nekauzalan,
m ostvariv ili neostvariv,
m vremenski stalan ili promjenjiv,
s razli¢itim ogranicenjima realizacije ili bez
njih.

Kriterij optimalnosti

Kriterij optimalnosti
je smislena mjera dobrote sustava.

analiti¢ki ili numericki.
realnog od Zeljenog idealnog sustava.

— komponenti signala prema nekorisnim.

Izrazava se jednadzbama koje se dadu rijesiti,
NajceS¢e je to minimalizacija odstupanja

MozZe biti i maksimalizacija udjela korisnih

Wienerov filtar: kriterij

Sustav koji izdvaja sluc¢ajni signal iz aditivnog
Suma, uz eventualni vremenski pomak je Wienerov filtar.
Sustav se projektira tako da njegov izlaz bude
procjena (estimacija) prosle, sadasnje ili buduce trenutne
vrijednosti realizacije slu¢ajnog procesa.
“Najbolje” ovdje znadi “
” procjene.

Pretpostavke:

korisnom slu¢ajnom procesu X(t) pribrojen je Sum N(f):

W(t) = X(t) + N(t).
X(t) i N(t) zajednicki stacionarni u Sirem smislu, Sum
N(t) je sa srednjom vrijednoSéu nula.
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Model Wienerovog filtra Model Wienerovog filtra
W(t) = X(t) + N(t) H(w) Y(O) =Y (D) + Y () W(t) = X(8) + N(9) H(w) Y(t) = Y(t) + Y(2)
X(®) A P pogreska X(?) A P pogreska
Xe+g)  EO=X+1)-YQ) Xe+q)  EO=X+1)-Y0)

. . . . * zat,>0,t=0,t <0 —> ocjenjuje se buduca,
| Konceptualni model pogreske estimacije | sadaSnjaili proSla vrijednost signala.
jo + Mjera pogreSke: ocekivanje kvadratne
—_ Lol —1- —
A(a)) —¢ = \A(a))\ L argAlw) = of, vrijednosti — predstavlja srednju snagu

vremenski pomak -t, procesa pogreske &(?).

Wienerov filtar, polaziste Wienerov filtar
Aditivni model Suma: P, :E[{X(t+t0)— Y(t)}z] =
W)= x(0)+ N(e) ElfxG+ 1, - 20 ()X (t+1,)+ Y
Pogreska: ] L . L
g(t): X(t+t0)—Y(t). X(t) i N(t) su zajednicki stacionarni u Sirem

smislu, pa imamo:

Zelimo najmanju oéekivanu kvadratnu pogresku:
P, =Ry, (0)_ 2Ry (t0)+ Ry, (0)’

R =)y 0F] [ R=R-2R.)4A
Pritom ne brinemo da li ¢e sustav H(w) biti Trazimo H(w), stoga ham je zgodno napisati
moguce realizirati. pribrojnike preko spektara snage.
Izrazeno preko spektara snage Izrazeno preko spektara snage
P, = ;ﬁTSXX(w) da, Ry (t)= jR (t + £ dé.
P, = i TSWW (a))\H(a))\z do. Preko spiktra Tedusnage:
Za krosko;a;lacijsku funkciju imamo: Rix (t"): :[0 i :I; Six (a))e/w([M) do  k(c)de,
o) EY OG0 )| = s ) [ a-oag | [~ =5 [Swlo)e™ [1e) ez do.
= Th(f)E [X(t+1,)W(-5)]as = TRWX (b, + E(E) dé - ;}TT Syy (@)H (- 0) '™ da.
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Konac¢no, izraz glasi:

P =P,

2 Tt

Dakle, trazimo takvu H(w) da je gorniji izraz
minimalan.

2R, (t,)+ B,

H(w)= ‘H(w]e“gH(‘”),

)= 28, (@)H (- )™ + S, (@) H (@)} }deo

) i Syl w) ¢éemo zapisati u polarnom obliku:

SWX (a)) = ‘SWX (a)]emgsm (w)'

Optimalna fazna karakteristika

Pg =PX+PY_2RYX(tO)’

-L [15.(@)+ Sy (@) H (@) }do

—00

1 7 i(arg Sy (@)-arg H (@ )+
_E:[Qz‘SWX(wNH(w}e/( gSW(( ) g H ( ) ’u) da)

| © Za minimalan rezultat trazimo fazu sustava argH(w)
takvu da je drugi pribrojnik maksimalan.

Maksimum se postize za:

arg H(w)=arg Sy (@) + ot

0"

Optimalna amplitudna
karakteristika

Za odabranu fazu imamo:

B3 [ulo

Kako bi izolirali trazeni |H(w)|, napidimo
podintegralni izraz kao:

V=218, (@) H (@) + S, (@) H (@) Jdeo

— _MJF P ‘SWx(“’X_ o ’
sale)-Ee 2 5] S e }
Minimum se postize za: ‘H(wl = ;WX ((21

Wienerov filtar

Optimalni filtar je, dakle:

‘SWX (CI)X e./(ﬂfgswx (@)+ary)

H =
5 @) /
Odnosno:
— = WX(w) j(utu
Ao = @)

1 Sum

Wienerov filtar, nekorelirani signal

» Ukoliko signal i Sum nisu korelirani, vrijedi:

* Suml@)=Sxd @)+ Syn(@),

* Sux(@)=Sx ()

» Optimalna prijenosna funkcija koja najbolje
izdvaja signal iz Suma je tada:

SXX (C()) ej“”u
Sy (@) + Sy (@)

[ Hupt (a)) =

Ostvarivost Wienerovog filtra

» Opcenito, impulsni odziv filtra je nekauzalan:

h(t)zi ]‘0 SXX(C‘))

27 7 Sy (@) +Syy(w)

jw(t+t0)d(0.

» Nekauzalni odziv je neostvariv.

* MozZemo ga aproksimirati ako stavimo dovoljno
veliko kasnjenje t,: nekauzalni dio odziva
postaje zanemariv.

» Postoje i metode nalaZenja ostvarivih
Wienerovih filtara.
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Pogreska Wienerovog filtra

» Srednja vrijednost (oCekivanje) kvadrata greSke
estimacije je odredena ostatkom:

1 o0
E[gz(t)]min :7." Six (@)Syy (@) do
27 2 Sy (@) + Sy (@)
* Toje kvadratna pogreska estimacije
L medu svim linearnim sustavima.

Optimalna amplitudna
karakteristika

* Promotrit ¢emo optimalnu amplitudnu
karakteristiku:

Syy () + SNN(w),

+ za dva posebna slucaja:
—Sum mnogo vecéi od korisnog signala,
— korisni signal mnogo veéi od Suma.

Optimalna amplitudna
karakteristika

a) SyM(@) >> Syw)
« Za bijeli Sum vrijedi:

S (w)= Sy (0),

| S vy (@) + Sy (0) Sy (0)
+ Ako je Sum velik, optimalni filtar mora imati

pojas propustanja jednak pojasu spektra snage
signala.

Optimalna amplitudna
karakteristika

+ Filtar mora gusiti Sto viSe Suma, ali tako da
izobli¢enje korisnog signala bude malo.

» PogreSka estimacije iznosi:

Emm[gz(t)]zi T S (@S (@) dw~i 7S (@)S,y (@)

~ dw,
27 =, Sy (@) + Sy (@) 27, Sw()

Bl O St do

Optimalna amplitudna
karakteristika

b) Syy(@) << Syy()
* Za slabi Sum vrijedi:
Sy (@)

25 Syx (@) +Syy(0) <1

[« Ako je Sum slab, optimalno je da filtar ima Sirok
pojas propustanja.

Prilagodent filtar

» Upotrebljava se u digitalnim komunikacijama,
mjernoj instrumentaciji, detekciji radarskih i
sonarskih signala, u nuklearnoj tehnici
(odredivanje zracenja), ...

* Prilagodeni filtar maksimizira odnos signal-Sum
za deterministicki signal uz prisutnost slu¢ajnog
Suma u nekom odabranom trenutku £;.

[« Pretpostavke:

e deterministickom signalu x(t) pribrojena je realizacija Suma n(t):
w(t) = x(f) + n(t).
o Slucajni proces N(f) je stacionaran u Sirem smislu.
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Model prilagodenog filtra

* Prilagodeni filtar je odreden oblikom signala
kojeg Zelimo izdvajiti te svojstvima Suma.

x(t) + n(?)
Sy (@)

Xo(0) + ny(0)

H(w) 2
Sy (@) ‘H (a’)‘

+ Kako ne znamo oblik Suma, ve¢ samo njegovu
gustocu spektra snage, prelazimo na:

2] — (&)

omjer signal-Sum .

H(w)

Odnos signal-Sum

« Zelimo da omjer signal-sum filtra bude

maksimalan.

Def. :

snaga deterministickog

2_—" signala u trenutku t,

'xo(to)

N,) E[N0]-

~ srednja vrijednost
snage Suma

Odnos signal-Sum

+ Deterministi¢ki signal na izlazu filtra odreden je
inverznom Fourierovom transformacijom:

x, (1) = i TX(w)H(a;)e”‘” do.

+ Srednja vrijednost snage Suma na izlazu filtra
odredena je sa:

EN: )= [sw @l @) do

Odnos signal-Sum

—

&)

* Trazimo maksimum omjera signal-Sum na
izlazu filtra.

2

i _J;X(w)H(a))ej‘”"’ do)

1 7 2
g:[OSNN(a))\H(a))\ do

Maksimum omjera signal-Sum

* Iskoristit ¢emo Schwartzovu nejednakost:

2

TA(a))B(a)) do

< T\A(a))\z dow- T\B(w)\z do.

* Znak jednakosti vrijedi samo ako je:

B(w)=c- 4 (w),

* gdje je C realna konstanta.

Maksimum omjera signal-Sum

» Schwartzovu nejednakost primjenjujemo na
izraz u brojniku, pri ¢emu ¢emo odabrati:

A(w) = H(@)Syy (@),

X (w)e’"
272/ Sy (@) '

* Pri tome nas drugi korijen iz gusto¢e spektra
snage ne treba brinuti jer je on uvijek pozitivha
veliCina.

B(w) =




Hrvoje Babi¢ 1 Damir Sersi¢
Slucajni procesi u sustavima: Spektralne
karakteristike slucajnih procesa

Maksimum omjera signal-Sum

X(w)e[(utn

Sy (@) -

VN(

@ et
< — | ———dw
4 27 =Sy (@)

\

krati nazivnik

Maksimum omjera signal-Sum

» Pa je omjer signal-Sum na izlazu odreden
relacijom:

bt
0 NN (a))

« Zelimo maksimum, tj. da vrijedi jednakost:

S, J\X (0’)\
No max 2” —o0 NN((O)

Maksimum omjera signal-Sum

» Kao $to je ve¢ navedeno, jednakost vrijedi za:

B(w)=c- A" (»),

* pa slijedi:

X(w)e’”" _ 5@
zﬂ_m =cC- H (0)) NN(a)

Prilagodent filtar

* |z toga slijedi optimalna prijenosna funkcija
prilagodenog filtra:

jot,
H””’*(a))zzf-(c@se @)

« odnosno: . Nf’m
HM@FM-
2z-c-Syy (@)
* Filtar je ulaznom signalu.

» Trenutak t, kada odnos signal-8um na izlazu
filtra postize maksimum se pojavljuje kao
proizvoljno kasnjenje.

Prilagodent filtar za bijeli Sum

« Za bijeli Sum vrijedi :
Sy (@) = konst.
= H,,(0)=k-X (0)e’"".

* Kod bijelog Suma je H,,(w) proporcionalan
priguSenom konjugiranom spektru signala.

Prilagodent filtar za bijeli Sum

H,,(0)= k- X(_a))eijmo
Hopt (_CO) =k- X(a))ejwtu

* To znaci da ¢e impulsni odziv prilagodenog
filtra biti dan sa:

hopt (_t) =k- x(t + tO);
» odnosno:

hopt(t) = k'x(tO _t)'
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Prilagodent filtar za bijeli Sum

* Primjer:

x(2) x(t—ty)

x(ty=t) zrcaljenje oko

/\ vertikale kroz {,

"t t

N N

Odziv prilagodenog filtra

+ Odziv linearnog vremenski nepromijenjivog filtra
odreden je konvolucijskim integralom:

Vopt ()= Tx(r) hop, (t—7)dr,

—00

=k- Tx(r) x(ty —(t—1))dr,

—00

=k- Tx(r) x(ty —(t—7))dr.

Odziv prilagodenog filtra

Vo (1) =K Tx(r) x(t,—t+7)dr

+ Sto za t=t, iznosi:
Yo (D =k [x(2)d,

Yo =K-Ex . cnergija
ulaznog
signala

Odziv prilagodenog filtra

+ Odziv u trenutku t=t, proporcionalan je energiji
ulaznog signala.




