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Koncept slu¢ajnog procesa

U brojnim primjenama (kompresija, prijenos, ...)
eksploatiraju se statistiCka svojstva signala i to:
jedne pojave (realizacije),
skupa srodnih signala.
Druga varijanta vodi do koncepta slu¢ajnog
procesa.
Engl. random process ili stochastic process.
Koncept slu¢ajnog procesa dobiva se iz

koncepta slu€ajne varijable uz dodavanje
vremenske dimenzije.

Koncept slu¢ajnog procesa

Slu€ajna varijabla je preslikavanje koje
svakom ishodu eksperimenta s dodjeljuje broj
X(s), a koji se zove realizacija slu€ajne
varijable.

Slucajni proces je preslikavanje koje svakom
ishodu eksperimenta s dodjeljuje funkciju
vremena x(t, s) — jednu realizaciju.

Obitelj svih takvih funkcija x(t, s) zove se
slu€ajni proces i oznacava se kao X(t, s) ili
krace X(t).

Koncept slu¢ajnog procesa
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Klasifikacije slucajnih procesa

Diskretni i kontinuirani slu¢ajni procesi
slobodna i/ili zavisna varijabla mogu biti iz
kontinuiranog ili prebrojivog skupa.

Deterministi¢ki i nedeterministicki
pojedina realizacija moze biti predvidljiva ili
nepredvidljiva.

Stacionarni i nestacionarni

ovisno o promjenjivosti statistiCkih svojstava u
vremenu.




Funkecije distribucije slu¢ajnog procesa

U odredenom trenutku ¢, X(f) je slu€ajna
varijabla koja ima funkciju distribucije prvog
reda definiranu izrazom:

Fy (X,1) =P(X(1)<X)

To je funkcija distribucije prvog reda (CDF).

Funkcija distribucije N-tog reda

Za N slugajnih varijabli X;= X(t), i=1, 2, ..., N
funkcija distribucije N-tog reda slu¢ajnog
procesa X(t) definirana je izrazom:

Fy (Xpeees Xyotpseo 0 ty) =
= P(x(tl)gxls"'ax(tN)SXN)

Funkcije gustoce vjerojatnosti
sluajnog procesa

Funkcija gustoce
vjerojatnosti (PDF)
prvog reda slu¢ajnog
procesa X(t) definirana
je izrazom:

£ ooty = I D

Funkcija gustoce vjerojatnosti N-tog reda:
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Definicija stacionarnosti

Definicija: stohasticki proces X(f) je
stacionaran ako za svaki n € N, za svaki
izbor trenutaka

4, ....t,izasvakiu e R

slu€ajne varijable X(t,), ..., X(t,) i

slu¢ajne varijable X(t,+u), ..., X(t,+u)

imaju jednake funkcije distribucije n-tog reda.
Definicija: slu€ajni proces koji nije stacionaran
zove se nestacionaran slucajni proces.

Definicija statisticke nezavisnosti

Dva procesa X(t) i Y(f) su statisticki nezavisni
ako je grupa sluéajnih varijabli X(t,), ..., X(ty)
nezavisna od grupe Y(,’), ..., Y(t\') za bilo
koji izbor trenutaka t, ..., ty, t,, ..., ty.
Nezavisnost zahtijeva da vrijedi:

I f (X, Xy Y Yottt ety ") =

= F (Ko Xy Lo )y (Voo e Yoo sty

Stacionarnost prvog reda

Definicija: Slu€ajni proces je stacionaran
prvog reda ako se funkcija gustoce
vjerojatnosti prvog reda ne mijenja s
vremenom:

fo (X, 1) = f (X, t+Al)

za svaki ti At.

To zna€i da su i svi statisticki deskriptori PDF
prvog reda (srednja vrijednost, varijanca,
momenti, ...) nepromjenijivi u vremenu.
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Stacionarnost drugog reda

Definicija: slu€ajni proces je stacionaran
drugog reda ako vrijedi

o (X5 Xy, 8,1, ) = T (X, X,, 1, + AL, t, + At)

Stacionarost drugog reda implicira
stacionarnost prvog reda, $to se vidi iz:

fx (X) = I fX,Y (X, y)dy

Stacionarnost drugog reda

Ako u izrazu za definiciju stacionarnosti
fy (X, Xy, 1,1, = T, (X, X,, T, + AL T, + At)

odaberemo npr. At =—t,, tada dobivamo
fy (X5 %y, 8,1,) = T, (X, %,,0,t, —t))

Dakle vidi se da f, ovisi samo o razlici t,—t,

Korelacija slu¢ajnih varijabli

Promatrajmo korelaciju dvaju slu€ajnih
varijabli X;=X(t;) i X,=X(t,) definiranu izrazom

E[X,X,]= E[X(t)X(t,)]

Vidi se da ova korelacija opcenito ovisi o
trenucima t; i t,.

Autokorelacijska funkcija
sluajnog procesa

Definicija: autokorelacijska funkcija slu¢ajnog
procesa X(t) definirana je izrazom:

Ryx (t1,1)) = ELX(t)X(L,)]

Autokorelacijska funkcija jednaka je korelaciji
dvaju susjednih slu€ajnih varijabli.

Autokorelacijska funkcija
sluajnog procesa

Bududi da korelacija dvaju sluc¢ajnih varijabli
ovisi o funkciji gustoce drugog reda, slijedi da
autokorelacijska funkcija stacionarnog
procesa drugog reda ovisi samo o razlici
="t —1,.

Ryx (8,1, +7) = E[X(t))X(t, + 7)] = Ry (7)

Stacionarnost u Sirem smislu

Stacionarnost u uzem smislu je strog uvjet
kojeg je teSko provijeriti u praksi.
Definicija: proces je stacionaran u Sirem
smislu ako vrijedi:

E[X(t)] = konst

E[X@®X(t+7)]= Ry (7)

Proces koji je stacionaran drugog reda je
stacionaran i u Sirem smislu.
Obrat ne vrijedi.
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Vremensko usrednjavanje

Definicija: vremensko usrednjavanje (ili
prosjek) neke veli€ine definiran je kao:

1 T
J=lim— |[.]dt
N]T%QTﬂ]
Notacija A je analogna notaciji E za statisticki

prosjek.
A je vremenski prosjek (engl. time-average).

Vremenska srednja vrijednost 1
autokorelacija

Vremenska srednja vrijednost definirana je
izrazom:
1 T

X = AX()] = lim jT x(t)dt

Vremenska autokorelacijska funkcija

definirana je izrazom:
T

R, (7) = AX(O)X(t+7)] = lim % j X(O)X(t + 7)dt

=y

Ergodi¢nost

Ako je X stacionaran proces u Sirem smislu
vrijedi: _
E[X]=E[X({)]=X
E[R xx ()]=Rx (7)
Definicija: slu¢ajni proces je ergodi¢an ako je

vremensko usrednjavanje jednako
statistickom usrednjavanju.

U praksi ¢esto moZzemo pretpostaviti da je
proces ergodic¢an, a nekad nemamo drugog
izbora (imamo samo jednu realizaciju).

Svojstva

Za procese koji su stacionarni u Sirem smislu

Ry (7) = E[X(1)X(t +7)]

Tada vrijedi

| Ryx (7) [€ Ry (0)
Ryx (=7) =Ry (7)
Ry (0) = EDX(1)]

Kros-korelacijska funkcija

Definicija: kros-korelacijska funkcija dvaju
slu€ajnih procesa X(t) i Y(t) definirana je kao

Ry (tL,t+7) = E[XO)Y(+7)]
Ako su X(t) i Y(t) zajednicki stacionarni u
Sirem smislu onda je
Ry (7) = EIX(D) Y (t+7)]

Ortogonalni slucajni procesi

Definicija: Ako za dva slu€ajna procesa X(f) i
Y(f) vrijedi

Ry (L,t+7)=0

onda su X(t) i Y(t) ortogonalni slu¢ajni
procesi.
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Nezavisni slucajni procesi

Definicija: ako su dva slu€ajna procesa X(f) i
Y(f) statistiCki nezavisna onda vrijedi

Ry (t,t+7) = E[XM)]E[Y (t+17)]

Ako su dva procesa jos i stacionarni u Sirem
smislu onda je

R,y (t,t+7) = XY = konst

Svojstva kros-korelacijskih
funkcija

Kros-korelacijske funkcije imaju slijedec¢a
svojstva

Ryy (=7) =Ry (7)
|Ryy (D) < v Ryx (0)Ryy (0)

Ry (7)< %[Rxx (0)+R, (0)]

Auto-kovarijancijska funkcija

Definicija: auto-kovarijancijska funkcija
slu¢ajnog procesa X(f) definirana je kao

Cy(tit+7)=
= E[{X(1) - E[X(®)]} {X(t +7) - E[X(t + 7)]}]

Ovaj izraz moze se pisati i kao

Cy(tt+7)=
=R,y (t,t+7) — E[X®)]E[X(t + 7)]

Kros-kovarijancijska funkcija

Definicija: Kros-kovarijancijska funkcija dvaju
slucajnih procesa X(t) i Y(t) definirana je
izrazom:

Cytt+7)=

= E[{X(®) - E[XMO] {Y(t+ )~ E[Y(t+7)]}]

Izraz se moze pisati i u slijedecoj formi
Cytt+r)=
=Ry, (t,t+7)—E[XMO]IE[Y(t+17)]

Slucaj stacionarnih procesa

Za slu€ajne procese koji su zajednicki
stacionarni u Sirem smislu vrijede
jednostavniji izrazi za auto-kovarijancijsku i
kros-kovarijancijsku funkciju:

Cux (1) =Ry (7) -X
Cu (1) =Ry (1) = XY

Varijanca slu¢ajnog procesa

Definicija: varijanca slu€ajnog procesa je
vrijednost auto-kovarijancijske funkcije za
=0:

Ui = CXX (t’t)
Za proces koji je stacionaran u Sirem smislu
vrijedi:

0. =C,y (t,t) = R,y (0)— X* = konst
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Nekorelirani slu¢ajni procesi

Definicija: Za dva slu€ajna procesa X(f) i Y(f)
ako vrijedi

Cy (tLt+7)=0

onda su procesi nekorelirani.

Mjerenje korelacijske funkcije

U praksi ¢esto ne mozemo izmijeriti prave
korelacijske funkcije dvaju procesa X(t) i Y(t)
zato jer nemamo sve realizacije procesa.

U tom slu€aju jedan nacin je mjerenje
vremenskim usrednjavanjem u dovoljno
dugom intervalu i uz prepostavku da se radi o
ergodi¢nom procesu.

Mjerenje kros-korelacijske

funkcije
Kasnjenje | y(t+zT)
y(®) —
T-1 1 2
— | []dt — ReT
- - ![] @n
X(t) —— Kasnjenje | x(t-T)
T

Blok dijagram sustava za mjerenje kros-korelacijske funkcije

Mjerenje kros-korelacijske
funkcije

Ako u trenutku t = 0 zapocinje integracija i
ako promatramo izlaz R(f) u trenutku t = 2T
onda

R(2T) = % [x=T)yt-T +z)dt

0
T

= % j X(t)y(t+7)dt’

-T

Dakle za T>> vrijedi R(2T) =R, (7) = Ry, (7)

Mjerenje auto-korelacijske
funkcije

Ako na prethodnom blok dijagramu spojimo
ulaze onda mozemo mijeriti auto-korelacijsku
funkciju slu¢ajnog procesa pod
pretpostavkom da je proces ergodican.

Gaussov slucajni proces

Definicija: Neka je za slu€ajni proces X(t)
definirano N slu€ajnih varijabli X,=X(t,),
Xo=X(ty), ..., Xp=X(ty) koje su definirane u N
vremenskih trenutaka t,, t,, ..., ty .

Neka su za bilo koji Ni trenutke ¢, t,, ..., ty
ove varijable zajednicki Gaussove, tj. imaju
gustocu vjerojatnosti N-tog reda danu
izrazom:
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Gaussov slucajni proces

exp{— % X-%)"C(x- X)}

Fu (Xpsees Xyolpseennty) =

V2" |C,|

gdje je vektor .
X=[X...Xy]
te
X=[X...%1

vektor srednijih vrijednosti, a

Gaussov slucajni proces

C:lN

CN1 CNZ CNN
kovarijancijska matrica Ciji su elementi
B Cij = E[(Xi _Yi)(xj _Yj)]zcxx(ti’tk)

X, = E[X,]= E[X(t,)]

Gaussov slucajni proces

Iz definicije se vidi da je Gaussov slucajni
proces odreden s vektorom srednjih
vrijednosti i kovarijancijskom matricom.

Buduci da vrijedi
Cxx (tl 9tk) = Rxx (tl ’tk ) - E[x(t| )]E[X(tk )]

slijedi da je specifikacija Gaussovog procesa
moguca i pomocu auto-korelacijske funkcije
Ry slu€ajnog procesa i srednjih vrijednosti.

Gaussov slucajni proces

Ako Gaussov proces nije stacionaran onda
srednje vrijednosti i auto-korelacijska funkcija
ovise 0 vremenu.

Gaussov slucajni proces

Ako je Gaussov proces stacionaran u Sirem
smislu srednja vrijednost je konstantna

X, = E[X(t,)] = konst.
dok auto-kovarijancijska i auto-korelacijska
funkcija ovise samo o razlikama vremena, a

ne o apsolutnom vremenu:

Cxx(ti7tk):Cxx(tk _ti)
Rxx(ti7tk) = Rxx(tk _ti)
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