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» Fourierova transformacija: x(¢) o—> X( w).

jx(t)e—fwf a )

» Uvyjet konvergencije — apsolutna integrabilnost x():

l T jot
X(o) E:[DX(a))ef dt

T\x(t] dt <o

—o0

x(t,5)) /K/\
t
x(t,5,) K”
t
x(t.s,)
P t
X(4,8,41)
t
—J
| ———

» Uzmemo konacéni segment [T, T] jedne realizacije:

x(t8,) |
T ! T
x(t,s,) -T<t<T
xp(t,5,)= .
0 drugdje

» T —konacan => integral konvergira.
* Fourierov spektar
postoji:

X, (0)= JT.x(t)e’j”” dt

-T

 Energija u intervalu 2T:

£(r)= [+()di
¢ Snaga: P(T): % Tsz(t)dt

energija u jedinici vremena.

» Parsevalov teorem za energije:

0

[

-0

&(r)

17 2
)dt = E:[JXT(CUX do.
* Snaga = energija / vrijeme:

L2
E.[xﬁ(t)dt =

2
1 ¢ X, @
P(T) - J' M do.
27 * 2T
0\ J
gustoca sp. snage
* Veci T => tocniji izraz za snagu jedne
realizacije x(¢, s,) slucajnog procesa X(¢, s).




Do sada: jedna realizacija x(z, s,) iz ansambla X(¢, s).

P(T) fluktuira za razliCite slucajne varijable s,.

* Neka je:

P=tmB(r) Py =Hr]
* slijedi:

PXX_;lm—jE[X ()] at.

= srednja snaga slucajnog procesa X(f).

* Parsevalov teorem:

©

2
Py = [ i AL,

27 J Tow 2T

* Srednja snaga procesa X(f) je dana vremenskom
srednjom vrijednoséu 4 {-} drugog momenta:

.

T
- Z;E?O%LE[XZ(I)]‘{I

= (£l ()]}

» Za stacionarni proces:
Py = E[ X*(1)]= X" = konst.

» Nadalje, srednja snaga procesa moze se izraunati i
integracijom gustoée spektra snage:

P, jSXX )deo,
S ()= ;E?OE[XZT—]W

1.) Si(@w) =0,
2) Sxx(_a)) = Sxx(w)’
3.) S,(®) —realan.

» Standardna devijacija spektra snage
=> efektivna §irina pojasa.

)dw

Ta)2 S (@

sz—w
[S (@

)daw

(@)= limw

T—0 2T
jw 1 T —jo
_;TBOE[—J'X e’ "dtl«ﬁ_J;X(tz)e %t |
= lim 2— j j E[ X(t,) X(1,)] eV dr,dr,

-r-r Ryx (11,7)

* Ry(t,, t,) — autokorelacijska funkcija procesa X(¥).

e Uz t=t,1i1=1t, —z‘l izlazi:

S (@)= hm—

tim —— I IR (t,t+7)dt e’ dr

-T-t-T

* Vanjski integral ne ovisi o T, ve¢ samo o 1 :

=I{H£—;

vremenska srednja vrijednost
autokorelacijske funkcije procesa X(?).

[Ry e t+r)dt} ity




Sy (@)= TA[ R (t,t+7)]e " dr

—o0

* S.(®)1A4[R,(t t+7)] su Fourierov transformacijski
par:
Syd®) <—0  A[Ry(t, t+7)]
» Za X(f) stacionaran u $irem smislu vrijedi:
A[R (1, t+7)] = Ry ((7)

« => AKF nije funkcija vremena, ve¢ samo pomaka 7.

sm(w):jzem(r)e—fwdr

_ .[ S (@)’ daw

* Veza autokorelacijske funkcije i spektra snage
stacionarnog slucajnog procesa.

P 4 | dao)
I s, 'w ;
Y/ NEER G

Kroskorelacija — spektralna

* Neka je proces W(¢) = X(?) + Y(¢).
 Autokorelacija Ry /¢, t+7) = E[W(t) W(t+7)] =
E{[XO)+Y()]- [ X(t+)+Y(t+0)]} =
Ry, t+7) + Ry(t, t+7) + Ry (1, t+7) + Ryy(2, t+7).
* Napravimo vremensku srednju vrijednost A[-] i uradimo
Fourierovu transformaciju:

o Sy @) = Syl @) + Sy @) + Sy @) + Syx( @).
* Dvanova ¢lana Sy(®) i Syy(®) su spektri medusnage
(engl. cross-spectra)

Kroskorelacija — spektralna

* Mogu se dobiti iz Fourierovog spektra kona¢nog
segmenta jedne realizacije:

xp(f) 0> Xp(w),
y1(t) 0—=> Yr(@).
* Medusnaga dva signala:
l T
PXY(T): E_J;XT(t)YT(t)dt
» Parsevalov teorem daje:
15X (@)Y, (@)
P,(T)=— |[—F——1—4
o (7) 27 L 2T @
| —

Kroskorelacija — spektralna
* Srednja vrijednost preko ¢lanova ansambla:
5 L TEX ) )
P,\T)=— z T
o (7) 27 L 2T de
» Za T — o najbolja procjena:
PRI W O EA)
2 T 2T
SXY(“’)
— 1 %
Py = EJ Sy (@)dow  + Analogno za Py,
| —




* Sy @) = Sy—@) = Sy (),

* Re[Sy(®)] — parna funkcija,

* Im[Sy(®w)] — neparna funkcija,

» akosu Sy @) =0 i Syy(w)= 0kaze se da su X(#) i ¥(¢)
ortogonalni: X(¢) L¥(?),

* vrijedi: A[R (1, t+7)] 0—> Sy @)
(izvod sli¢an kao kod autokorelacije),

* tj. kroskorelacijska funkcija i spektar medusnage ¢ine
Fourierov transformacijski par,

* za stacionarne procese vrijedi: Ry(?, t++7) 0—> Sy(@).

Gustoca spektra snage vremenski

Sele)= tim PN

Now 2N +1
1 N . N ;
1 jon —jon,
_}/E?OE{ZN+1 72 X(nl)e nziNX(nz)e }
— E E (m—ny)
}]11)1;10 2N ansz nz )] e

Ryx ("1 ny)
* Ryn,, ny) je autokorelacua diskretnog procesa X(n).

* Supstituiramo n =n; i k=n,—n, paslijedi...

Gustoca spektra snage vremenski

N-n N

Jjo ) _ 1 Lok
S(e ) zlvlg}ozN_H_;n_ZN:RX’((n’n-’-k) e
e ZaN—> o

© N

ZRXX(n,n +k)~ej“'k]
1

vremenska srednja vrijednost AKF procesa X{(n)
S(ej”)z i A[RXX(n, n+ k)] ek

* Veza Sy(€®) i A[Ryy(n, n+ k)]: Fourierov red.
| ——

Gustoca spektra snage vremenski

 Za stacionarne procese:

Sle)= 3 Rl

R""(k)zzzvﬂ

» Wiener — Khinchinove relacije za vremenski diskretne
slucajne procese.

—]a)k
S(e”’)da)

 Srednja snaga:

0

> £l (n)]

PXX:}/i_rf.lczN+1 — P)(X:A{E[Xz(n)]}
| —

Gustoca spektra snage vremenski

» Srednja snaga P, integriranjem gustoce spektra:

P, = i TSXX (¢”)do
ET|x, (™) ]

SXX( ,(,,) fim 2N +1

N—o

5
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Odziv vremenski stalnog

 Izlaz diskretnog vremenski stalnog linearnog sustava
dan je konvolucijskom sumacijom:

LM)IIHI Y, (n)

* $§to je bio izraz za jednu realizaciju slu€ajnog procesa
X,, a za sve realizacije mozemo napisati:

Y(n)= ih(n—m)X(m).

m=—w

n)= ih(n —m)x,(m),

m=—w

Srednja (oCekivana) vrijednost

» U slucajnom procesu to vrijedi za svaku realizaciju, pa
tako i za o¢ekivanu vrijednost obje strane
konvolucijske sumacije.

Hro)-£| 3

 Za stacionarne procese E[X(m)] je konstanta, pa Sll_] edi
da je i E[Y(n)] konstanta :

(W)= =X- 3 h(m).

m=—0n

> h(n—m X(m)} Z h(n—m) E[X(m)]

m=—wn

E[Y

Srednja (o€ekivana) vrijednost

* Zanimljiv rezultat imamo i u Z—domeni.
» Kako je Z transformacija impulsnog odziva h(m):

H(z)= ih(m) z™,  slijedi da je
H(1)= Zw:h(m) odnosno

E[Y(n)]=Y =X-H().

. !!ce!lvana ane!nostE Y!nli Y!nzl =Ryy!n1, nzl,

R, "1)”2 |:[ Zh = X(m)] Y(”z):|s
= Zh n, —

m=—o0n

Zh n,—

m=-o0

)E[X (m)-Y(ny)],
"1)”2 ny (m,n,)

 Za stacionarni proces, uz supstituciju k = n,—n, i/ =n,—m

lijedi: N
T R 0= Sk R,

|=—0
| —

e Isto ta!o mozemo !0!1‘[1

E[Y(n)-X(n,)]= Zh n,—m) E[X (m)- X (n,)),

m=-o0

(”1 o) ) z h(”1

m=—0n

» Za stacionarni proces, uz supstituciju k = n,—n, i/ =n,—m

R L(m,ny).

slijedi: o
R, (k)= hI=k)R (),
l=—0
R,=h*R_.
| ——

* Kakoje R (k) = R (k) i

k)= ih(— 1+k)R. (1), R,(k)=h(-k)*R_(k).

R_(k) = R (~k), vrijedi:

¢ Sli¢no imamo:

RW:h*Rw,

R, ()= H(6)* k) R (6).

Cesto se naziva autokorelacija impulsnog odziva ry,.

Ryy(k): rhh(k)* Rxx(k).




Autokorelacijska sekvencija u

* Transfer funkcija snage R,,(¢/”).

Autokorelacijska sekvencija u

Sy (z)= M S (2):

* Transfer funkcija snage R,,;(z), ili transfer funkcija II reda.

Prof. dr. sc. Hrvoje Babié¢
http://spus.zesoi.fer.hr

* Analiza: X, h—>y
X
)
+ Sinteza: X,y —>h

X
:

 Analiza je uvijek moguca, iako Cesto sloZena.
« Sinteza ne daje uvijek ostvarivo rjesenje.
» Na sustavu Cesto postoje ogranicenja.

 Realni sustavi — kona¢nog reda, s raspodijeljenim
parametrima, ...

+ Cesto na temelju jednostavne logike znamo Zeljeni
odnos x i y, ali to nekad nije ostvarivo!

* Ako zelimo odrediti sustav koji zadovoljava
popratne uvjete odnosno ogranicenja, preostaje
nam optimizacija.

» Za linearne sustave to je optimizacija prijenosne
funkcije ili impulsnog odziva.

* Moramo znati:
— ulazni signal, odnosno njegove specifikacije,
— ogranicenja ili popratne uvjete koje sustav
treba zadovoljiti,
— kriterij optimalnosti (koji sigurno ukljucuje
izlazni signal).




» Ulaz:
— deterministicki, stohasticki ili mjesavina.
— stohasticki: zadan funkcijom gustoce
vjerojatnosti ili razdiobom, autokorelacijskom
funkcijom, spektrom snage, ...

* Sustav:
— ogranicenja sustava.
— zbijeni ili raspodijeljeni parametri.
— linearan ili nelinearan.
— kauzalan ili nekauzalan.
— ostvariv ili neostvariv.
— vremenski stalan ili promjenjiv.

« Kiriterij optimalnosti
— je smislena mjera dobrote sustava.
— Bitno svojstvo je da je to izrazeno jednadZbama
koje se dadu rijesiti, analiticki ili numericki.
— Najcesc¢e je to minimalizacija greske realnog od
zeljenog (idealnog) sustava.

— Moze biti i maksimiranje korisnih komponenti
signala prema nekorisnim (smetnjama).

* Mi ¢emo pronaci nekauzalni sustav koji
minimizira kvadratnu gresku izmedu Zeljenog
slucajnog signala i Suma.

* Preciznije, trazimo optimalan sustav za procjenu
ulaznog slu¢ajnog signala u Sumu, a dozvoljen je
eventualni pomak signala.

Oitimalan sustav u smislu

« Sustav koji najbolje filtrira slucajni signal iz
aditivnog Suma, uz eventualni vremenski pomak je
Wienerov filtar.

» Sustav se projektira tako da njegov izlaz bude
dobra ocjena prosle, sadasnje ili buduce trenutne
vrijednosti signala.

W) = X(0) + N@®) Y(t) = Yy(t) + Y0
w(t) = x(¢) + n(?)

X() greska

£(f) =X(t+ 1)) — Y(7)

X(t+ty)
- prijenosna funkcija idealnog sustava

H(w)=e'"" = A(0)=1;0(0)=ot,

vremenski pomak t,




W) = X(0) + N@)_| Y(1) = Y(t) + Yy(0)
w(t) = x(f) + n(t)

X0 p greska
e()=X(t+ 1) - Y(0)

X(t+1ty)

* zaty>0,1,=0,t <0 — ocjenjuje se buduca,
sadasnja ili prosla vrijednost signala.

* Mjera greske: integral kvadratne vrijednosti —
predstavlja snagu procesa greske &(?).

P = Iez(t)dt: “X(t+t0)—Y(t)] at
Iskoristit ¢emo Parsevalov teorem:
1 o0
Pe = z __[OSSE (a})da)’

gdje je S,.(w) gustoca spektra snage pogreske dana sa:

See(@)=|H (@)~ H(0) Sy (@) +|H (o) Sy (@)

$.(0)=|H (@)~ H (o) S () +[H(@) S\ (@)

H,- (C()) — ej(”fn

H(w)= A(@)-™

S o (0)) — gustoca spektra snage signala
S (w) — gustoca spektra snage Suma
| ——

P = ii[ﬂww -5 (0)+ £(0)5 (o) | do

Ae’® —e/? = A(cos O + jsin @) —(cos wt, + j sin at,)

. . 2
‘Ae’@ —e’”"| =(A4cos O —cosat,)’ +(Asin O —sin )’

= A% cos’ @—2Acos O cos ot +cos’ at, +

+ A’ sin”> © — 2 4sin Osin wx,, +sin” wt,

6 jou|* _ g2
Ae’® —e =A"+1-2Acos(@—-wt,)

P = %z[(Az +1—2Acos(@—a)t0))SXX +A2SNN]da)

* Trazimo minimalnu vrijednost integrala:

— ispunjeno za maksimalnu vrijednost kosinusa:

O-wty=0 = O=awt,.

 Fazna karakteristika Wienerovog filtra je linearna:
O(w) = wt,,
* paslijedi:
P == {4 +1-24) 5, + 225, | o,
2z 7
1

P = ZUAZ(SXX + Sy )=24 Sy + Sy | doo.

» Zakoji A(w) integral poprima najmanju vrijednost?




P = % Z[AZ(SXX + Sy )= 248y + Sy |deo

. Nadopun}avanjem podintegralne funkcije do
potpunog kvadrata dobivamo:

AZ(SXX +SNN)_2A SXX +SXX =

2
=(A Sox +Sw — S ] + S xSy
VS +Sw ) S+ Sy
%(_/
>0 >0
| —""

» Najmanju vrijednost integrala dobivamo za:

A(@)|S v + Sy — \/XXT
S xx (@) .
Syx (@) +Syy (@)

Alw) =

* Dobili smo amplitudnu karakteristiku Wienerovog
filtra.

» Optimalna prijenosna funkcija koja najpovoljnije
filtrira signal iz Suma je dakle:

Syx (@)
Syx (@) +Syy (@)

Jjat,

H(w)=

* Impulsni odziv je nekauzalan:

1% o (@)
052 | St S

Sxx (50) +Sy (@)
| ——

= e/ g,

* Nekauzalni odziv je neostvariv.

* Mozemo ga aproksimirati ako u oba kanala stavimo
dovoljno kasnjenje.

» Za dovoljno veliki t, nekauzalni dio odziva postaje
zanemariv.

* Srednja vrijednost (ocekivanje) kvadrata greske je
odredena ostatkom:

J‘ xx (@)Syy (@) do

 Sxx (@) +Syy (@)

P.() = E[e ()= 2

 Prethodnom relacijom definirali smo ocekivanu
kvadratnu pogresku estimacije.

* To je najmanja moguca pogreska za sve linearne
sustave.

Oitimalna amilitudna

* Promotrit ¢emo optimalnu amplitudnu karakteristiku

Syx (@
() =)
Syy (@) + Syy (@)
 za dva posebna slucaja:
— Sum mnogo veci od korisnog signala
— korisni signal mnogo veéi od Suma




Oitimalna amilitudna

2) (@) >> Syy(®)
* Zabijeli Sum vrijedi:

Sy (@) = Sy (0),

Syx (@) ~ Sy (@)
Syx (@) +Syy(0) Sy (0)
* Ako je Sum velik, filtar mora imati pojas propustanja
jednak pojasu spektra gustoce snage signala .

A(w) =

Oitimalna amilitudna

« Filtar mora gusiti §to viSe Suma, ali da propustanje
korisnog signala bude zadovoljavajuce.
 Kuvalitetu signala koji prolazi odreduje omjer:

Sxx (a)).
Syx (0)

« Sto je taj omjer veéi, veéi je i um koji prode.

Oitimalna amilitudna

b) Sy(@) << Sydw)
* Zaslabi Sum vrijedi:

Aw)=—Su@

Sy (@) +Syy(0)

+ Ako je Sum slab, optimalno je da filtar ima Siroki
pojas propustanja.

» Upotrebljava se u digitalnim komunikacijama,
mjernoj instrumentaciji, digitalnoj obradi signala,
detekciji radarskih impulsa, u nuklearnoj tehnici
(odredivanje zracenja), ...

* Prilagodeni filtar treba identificirati pulsni signal u
prisustvu Suma.

* Prilagodeni filtar je odreden oblikom signala kojeg
zelimo filtrirati.

x(f) + n(?)
Sy (@)

x(1) + ny(0)

Sy (@)-|H ()]

» Kako ne znamo oblik Suma, ve¢ samo njegovu
gustoc¢u spektra snage, prelazimo na:

F— [

omjer signal-Sum

Def. : vrina vrijednost snage
2 " deterministi¢kog signala
S ‘X (to)‘ &I
N) E{N@)}
o~ srednja vrijednost
snage Suma
| —

* Omjer signal-Sum na izlazu filtra mora biti veéi nego
na ulazu.




 Deterministicki signal na izlazu odreden je
inverznom Fourierovom transformacijom:

xo(ty) = i TX(a))H(a))ej‘”’“ do.

* Srednja vrijednost snage Suma na izlazu filtra
odredena je sa:

EN0}= - [Sw @)t @) do,

—

&)

* Omjer signal-Sum na izlazu mora biti maksimalan.

2
! jX(w)H(w)ef“'O dow
2z =,

1 0
o [Sw(@|H (@) do

——> traZimo maksimum.

* Iskoristit cemo Schwartzovu nejednakost:

2

< T\A(a))\z deo- T\B(a))\z do.

— —0

TA(a))B(a)) do

—00

» Znak jednakosti vrijedi samo ako je:

Bw)=c- 4 (o),
* gdje je C realna konstanta.

* Schwartzovu nejednakost primjenjujemo na izraz u
brojniku, pri ¢emu ¢emo odabrati:

A(w) = H(w)y|Syy (@),

_ X(w)e!”"
B 270 Syy (@) .

* Pri tome nas drugi korijen iz gustoce spektra snage
ne treba brinuti jer je on uvijek pozitivna veli¢ina.

2
= X(a))e"”’“

TTAlS (0)

f . 1 FX (@)
<

krati nazivnik

Sw (@) -

* Pa je omjer signal-Sum na izlazu odreden relacijom:
® 2
S| LT X@)
Ny ) 272 Sy(o)

« Zelimo maksimum, tj. da vrijedi jednakost:

S| L
N, o 2z

? X (@)
S (»)




» Kao §to je ve¢ navedeno, jednakost vrijedi za:

B@)=c- 4 (o),

* paslijedi:

X(w)e'™ .
EV Y —SNN(CU) c-H (0)/Syy (®).

* Pa je optimalna prijenosna funkcija prilagodenog
filtra dana sa:

« Jjot,
Hopt (a)) = %’
27 -c-Syy (@)
¢ odnosno:
X* —jot,
Hopt(a)) = L
27-c-Syy (@)
| ——

» Zabijeli Sum vrijedi :
S yx (@) = konst.

= H

ot (@) =k X" (@)e /"

* Kod bijelog Suma je H,,,(w) proporcionalan
prigusenom konjugiranom spektru signala.

* Iz oblika optimalne prijenosne funkcije prilagodenog
filtra vidi se da su vise frekvencije jace prigusene od
nizih.

» Za neku kompleksnu funkciju
SO =10+ i,

« je njen Fourierov spektar dan sa:
F@)= [[f,0+ ;)] e/ ar,

F(@)= [[f,0)+ if, (0] loos(@n) ~ jsin(wn)] dt.

F(o) = F.(0)+ jF (o)

F.(w)= T[f,(:)cos(wm fi(t)sin(er))] dt

©

Fi(@)= [[f,(t)cos(et) - £, (t)sin(wr)] dt

—00

» Zarealne funkcije vrijedi da je
fi)=0,

* paslijedi da je:

F@)= [ f,@)costen di,

F(w)=- T f.(®)sin(wt) dt.




* Sada je vidljivo da za realne funkcije vrijedi da je
realni dio njihovog spektra parna funkcija od w, a
imaginarni neparna.

* Odnosno vrijedi:

F.(-0) = F (o),
Fi(-0)=—F().

» Kako mi u realnom svijetu radimo iskljucivo sa
realnim funkcijama, iskoristit ¢emo navedene te
dvije relacije.

* Za optimalnu prijenosnu funkciju prilagodenog filtra
u slucaju bijelog Suma tada vrijedi:

H,,(0)=k-X ()¢ /",
=k-[X,(@)+ jX;(@)] e,
=k-[X,(0)- X (@)]e/",
=k-[X,(~0)+ jX,(-w)]e ",
=k - X(-w)e /",

Hopt ((()) =k- X(_a))e_jwto

Hupt (—CU) =k- X(w)eja)to

» To znadi da ¢e impulsni odziv prilagodenog filtra

biti dan sa:
hapt (_t) =k- x(t + tO),
¢ odnosno:
hopt (t) =k- x(tO - t)'
| ——

* Primjer:
x(t) x(t—1p) -

1 ,

=
x(ty—t) | zrcaljenje oko
/‘ vertikale kroz ¢,
1 t
| —

» Qdziv prilagodenog filtra odreden je konvolucijskim

integralom:
Yo O)= [X(2) (e =D)dT,

=k- Tx(r) x(ty—(t—1))dr,

—00

=k- Tx(r) x(ty —(t—1))dr.

Yo (D) =k- Tx(r) x(ty—t+7)dt

—0

+ Sto za r=t, iznosi:

Yopt (t) =k- Tx(r)zdz',

—00

Yopt (=k-Ey —> energija ulaznog
signala




* Odziv u trenutku =, proporcionalan je energiji
ulaznog signala.

» Zadatak: Odrediti prilagodeni filtar za detekciju
pravokutnog impulsa.

x(1) -
M

T t

» Impulsni odziv prilagodenog filtra je da sa:

hopt(t) =k- x(t() _t)'

h()
M

t, ¢

» Uzmemo li da je t,= T, dobivamo:

h(t) -
m
T t
| e—

* Detekcija signala:

I

* Realizacija takvog impulsnog odziva:

1 ~ I
Q J
T
linija za kasnjenje
| —




