Prof. dr. sc. Sven Loncari¢
Prof. dr. sc. Hrvoje Babi¢

Doc. dr. sc. Damir Ser$i¢

» WEB: http://ts.zesoi.fer.hr
» H. Babi¢, S. Lonéari¢, D. Sersi¢: Slucajni procesi u
sustavima, http://spus.zesoi.fer.hr, 2002.

* P. Z. Peebles: Probability, Random Variables and Random
Signal Principles, 3rd ed., McGraw-Hill, 1993.

» D.G.Manolakis, V.K.Ingle, S.M.Kogon: Statistical and
Adaptive Signal Processing, McGraw-Hill, 2000

* M.H. Hayes: Statistical digital signal processing and
modeling, John Wiley & Sons, 1996.

» Neke su pojave po prirodi deterministicke, a neke su
stohasticke.

+ Cesto se i slozene deterministi¢ke pojave tretiraju kao
stohasticke jer bi deterministicki problem bio
prekompliciran za modeliranje.

U brojnim primjenama (kompresija, prijenos, ...)
eksploatiraju se statisticka svojstva signala i to:
— jedne pojave (realizacije),
— skupa srodnih signala.

* Druga varijanta vodi do koncepta slucajnog procesa.

* Slucajni proces, engl. random process ili stochastic
process.

» Koncept slucajnog procesa dobiva se iz koncepta
slucajne varijable uz dodavanje vremenske varijable.

* Slucajna varijabla je preslikavanje koje svakom
ishodu eksperimenta s dodjeljuje broj x(s), a koji
se zove realizacija slu€ajne varijable.

* Slucajni proces je preslikavanje koje svakom
ishodu eksperimenta s dodjeljuje funkciju
vremena x(f, s) — jednu realizaciju.

* Obitelj svih takvih funkcija x(z, s) zove se slucajni
proces i oznacava se kao X(¢, s) ili krace X(7).
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 Diskretni i kontinuirani sluc¢ajni procesi
— slobodna i/ili zavisna varijabla mogu biti iz
kontinuiranog ili prebrojivog skupa.
 Deterministicki i nedeterministicki
— pojedina realizacija moze biti predvidiva ili
nepredvidiva.
* Stacionarni i nestacionarni

— ovisno o promjenjivosti statistickih svojstava u
vremenu.

* U odredenom trenutku ¢, X(¢) je slucajna varijabla koja ima
funkciju distribucije prvog reda definiranu izrazom:

F,(x,t)=P(X(t) <x)

* To je funkcija distribucije prvog reda.
* Zadvije slucajne varijable X,=X(t,) i X,=X(t,) funkcija
distribucije drugog reda je:

Fy(x,x,0,1) = P(X(¢) < x, X(8,) £ x,)

* Za N slucajnih varijabli X, =X(#),i=1,2, ..., N
funkcija distribucije N-tog reda slucajnog procesa
X(?) definirana je izrazom:

Fy(XesXytyeoty) =
=P(X(t1)le,...,X(tN)SxN)

» Funkcija gustoce
vjerojatnosti prvog reda
sluc¢ajnog procesa X(f)
definirana je izrazom:

fo(ot)= dF (x t)

» Funkcije gustoce vjerojatnosti drugog i N-tog reda:
azFx(xnxzatptz)
0Ox,0x,

OV Fy (X)see s Xy otyennty)
Ox, - Oxy

Sy, x0,0,8) =

S Xystyyenty) =

* Definicija: stohasticki proces X(¥) je stacionaran
ako za svaki n € N, za svaki izbor trenutaka
t,...,t,izasvakiu € R
slucajne varijable X(t,), ..., X(¢,) i
slucajne varijable X(¢,+u), ..., X(t,+u)
imaju jednake funkcije distribucije n-tog reda.

* Definicija: slu¢ajni proces koji nije stacionaran
zove se nestacionaran slu¢ajni proces.

» Dva procesa X(#) i Y(¢) su statisticki nezavisni ako
je grupa slucajnih varijabli X(z,)), ..., X(#y)
nezavisna od grupe Y(¢,’), ..., Y(¢y’) za bilo koji
izbor trenutaka ¢, ..., ty, 1", ..., ty .

* Nezavisnost zahtijeva da vrijedi:

fx,y(xlﬂ""
= fy(xpee
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* Definicija: Slu€ajni proces je stacionaran prvog
reda ako se funkcija gustoce vjerojatnosti prvog
reda ne mijenja s vremenom:

Sy (e, t)= fy(x,t+Al)

za svaki t1 At.

* To znadi da su i svi statisti¢ki deskriptori prvog
reda (srednja vrijednost, varijanca i ostali)
nepromjenjivi u vremenu.

* Definicija: slu¢ajni proces je stacionaran drugog
reda ako vrijedi

S (x5 x0,0,8) = fi (3, %,,8 + At 8, + Ar)

* Stacionarost drugog reda implicira stacionarnost
prvog reda, §to se vidi iz:

L@ = [ fry(xp)dy

» Ako u izrazu za definiciju stacionarnosti
S (e, X5, 8,0) = oo (X, X, 1, + AL 1, + At)
* odaberemo npr. At = —¢,, tada dobivamo
S (e, X0, 0,0) = [y (%, %,,0,8, — 1))

+ Dakle vidi se da f, ovisi samo o razlici #,—¢,

* Promatrajmo korelaciju dvaju slucajnih varijabli
X,=X(t,) i X,=X(#,) definiranu izrazom

E[X,X,]= E[X(1)X(2,)]

* Vidi se da ova korelacija opéenito ovisi o
trenucima ¢, i t,.

* Definicija: autokorelacijska funkcija slucajnog
procesa X(7) definirana je izrazom:

RXX (tl > tz) = E[X(tl )X(tz )]

» Dakle autokorelacijska funkcija jednaka je
jednostavnoj korelaciji dviju susjednih slucajnih
varijabli.

* Buduc¢i da korelacija dviju sluc¢ajnih varijabli ovisi
o funkciji gustoce drugog reda, slijedi da
autokorelacijska funkcija stacionarnog procesa
drugog reda ovisi samo o razlici 7=1¢,— ¢,.

Ry (1,1, +7) = E[X(#)X(1, + )] = Ry (7)




* Mnogi prakti¢ni inZenjerski problemi traze analizu
autokorelacijske funkcije i srednje vrijednosti
slucajnog procesa.

* Rjesenja tih problema su jednostavnija kada ove
veli¢ine ne ovise o apsolutnom vremenu.

» Naravno, ako je proces stacionaran drugog reda
autokorelacijska funkcija i srednja vrijednost ne
ovise o vremenu, no to je prestrog uvjet koji se
Cesto ne da provijeriti u praksi.

» Zato se uvodi pojam stacionarnosti u $irem smislu.

* Definicija: proces je stacionaran u §irem smislu
ako vrijedi:
E[X(?)] = konst

E[X(O)X(t+7)]= Ry (7)

Proces koji je stacionaran drugog reda je
stacionaran i u Sirem smislu.

* Obrat ne vrijedi.

» Zadan je slucajni proces
X(t) = Acos(w,t +©)

gdje su 4 i o, konstante, a ® je uniformno
distribuirana slu¢ajna varijabla na intervalu
(0, 2m).

» Da bi ispitali da li je ovaj slu€ajni proces
stacionaran u Sirem smislu odredit éemo njegovu
srednju vrijednost i autokorelacijsku funkciju.

* Srednja vrijednost:
2z 1
E[X(0)] = jA cos(@,f +©)—dO =0
0 2

» Dakle vidi se da srednja vrijednost ne ovisi o
vremenu Z.

Ry, (t,t+7)=E[Acos(wyt +O)Acos(w,t + w,7 + )]
2

= A?E[cos(woz') +cos(2wyt + w,7 +20)]
A A
= ?cos(a)or) + > ElcosQat + w,r +20)]

0

A2
= - cos@,7) = R, (7)

 Dakle autokorelacijska funkcija ovisi samo o t.

* Pokazali smo da u ovom primjeru
— srednja vrijednost slu¢ajnog procesa X(¢) ne
ovisi o vremenu, a
— autokorelacijska funkcija ovisi samo o razlici
vremena T a ne i o apsolutnom vremenskom
trenutku 7.
« Slijedi da je proces X(?) stacionaran u Sirem
smislu.




* Definicija: vremensko usrednjavanje (ili prosjek)
neke veli¢ine definiran je kao:

1 G
A”‘kﬂzEl”“
» Notacija 4 je analogna notaciji £ za statisticki

prosjek.

* A je vremenski prosjek (engl. time-average).

* Vremenska srednja vrijednost definirana je
izrazom:

_ T
x_Auan_kngiuom

* Vremenska autokorelacijska funkcija definirana je
izrazom:

R () =Ax(t)x(t+7)]= ;15?0 % j;x(t)x(t +7)dt

* Za jednu odredenu realizaciju x(7) slu¢ajnog
procesa izrazi za vremensku srednju vrijednost i
vremensku autokorelacijsku funkciju (za neki
fiksni 7) daju dva broja.

* Zajednu realizaciju x(f) vremenska srednja
vrijednost je broj, a vremensku autokorelacijsku
funkciju funkcija vremena.

» Za sve funkcije realizacije vremenska srednja
vrijednost i vremenska autokorelacijska funkcija
postaju slucajne varijable.

* Moze se vidjeti da ako je X stacionaran proces u
Sirem smislu vrijedi: E[x]= E[X(1)]= X

ER 4 (7)]= Ry (7)

« Definicija: slucajni proces je ergodican ako je
vremensko usrednjavanje jednako statistickom
usrednjavanju.

» U praksi ¢esto mozemo pretpostaviti da je proces
ergodican, a nekad nemamo drugog izbora
(imamo samo jednu realizaciju).

 Definicija: auto-korelacijska funkcija slu¢ajnog
procesa X(7) je korelacija dvaju slucajnih varijabli
X iX(t+ 1)

R (t,t+7)=E[X(#)X(t+7)]




» Zaprocese koji su stacionarni u §irem smislu
R, (1) = E[X()X(t+7)]
+ Tada vrijedi
| Ryy (7)< Ry (0)

Ry (=7) = Ry (7)
Ry (0) = E[X*(1)]

* Definicija: kros-korelacijska funkcija dvaju
slucajnih procesa X() i Y(?) definirana je kao

Ry (t,t+7)= EIX()Y(t+7)]

» Ako su X(?) i Y(¢) zajednicki stacionarni u Sirem
smislu onda je

Ry (1) = EIX(Y (1 +7)]

* Definicija: Ako za dva slucajna procesa X(7) i Y(¢)
vrijedi
Ry (t,t+7)=0

onda su X(¢) i Y(#) ortogonalni slu€ajni procesi.

* Definicija: ako su dva slu¢ajna procesa X(7) i Y(?)
statisticki nezavisna onda vrijedi

Ry, (t,t+7) = E[X()]E[Y(t+7)]

* Ako su dva procesa jos i stacionarni u Sirem
smislu onda je

R,y (t,t+7) = XY = konst

» Kros-korelacijske funkcije imaju slijedeca
svojstva

Ry (-7) =Ry (7)
[ Ryy (7) [S Ryx (0)Ry, (0)

Ry (1)< %[RU(O) + Ry, (0)]

* Definicija: auto-kovarijancijska funkcija sluc¢ajnog
procesa X(¢) definirana je kao

Cytt+7)=

= E[{X(®) - E[X()]} {X (1 +7) - E[X(1 + 7)]}]
» Ovaj izraz moze se pisati i kao

Cy(t,t+7)=

=R, (t,t+7)— E[X()]E[X(t +7)]




* Definicija: Kros-kovarijancijska funkcija dvaju
slucajnih procesa X() i Y(?) definirana je izrazom:
Cytt+r)=
= E[{X() - E[ X} Y+ 1) - E[Y(1+7)]}]
* Izraz se moze pisati i u slijedecoj formi
Cytt+1)=
=R, (t,t+7)- E[X()]E[Y (¢t +7)]

» Za slu¢ajne procese koji su zajednicki stacionarni
u Sirem smislu vrijede jednostavniji izrazi za auto-
kovarijancijsku i kros-kovarijancijsku funkciju:

Co (1) = Ry (1) - X
Cyy (1) =Ry (7) -XY

* Definicija: varijanca slu¢ajnog procesa je
vrijednost auto-kovarijancijske funkcije za 7=0 :

ol =C,(t,0)

» Zaproces koji je stacionaran u Sirem smislu
vrijedi:

ol =C, (t,t)= R, (0)— X = konst

x

* Definicija: Za dva slucajna procesa X(7) i Y(¢) ako
vrijedi

Co(t,t+7)=0

onda su procesi nekorelirani.

U praksi ne mozemo nikada izmjeriti prave
korelacijske funkcije dvaju procesa X(#) 1 Y(#)
zato jer nikada nemamo sve realizacije procesa.

* Jedini nacin u tom slucaju je mjerenje vremenskim
usrednjavanjem u dovoljno dugom intervalu i uz
prepostavku da se radi o ergodi¢nom procesu.

Kasnjenje | y(t+#T)
y) —
T-t ) o7
— |[.]Jdt — R
. T ![] @n
() —— Kasnjenje | x(z-T)
T

Blok dijagram sustava za mjerenje kros-korelacijske funkcije




* Ako u trenutku ¢ = 0 zapocinje integracija i ako
promatramo izlaz R(¢) u trenutku ¢ = 27 onda

R(2T) = % j x(t=T)y(t—T +7)dt

= % _ij(f) V(£ +7)dt!

* Dakle za T>> vrijedi R(2T)=R ,,(7) =R,,(7)

* Ako na prethodnom blok dijagramu spojimo ulaze
onda mozemo mjeriti auto-korelacijsku funkciju
slu¢ajnog procesa pod pretpostavkom da je proces
ergodican.

» Treba izmjeriti autokorelacijsku funkciju procesa
iz ranijeg primjera

X(t) = Acos(w,t +O)

gdje je ® uniformnog distribuirana slu¢ajna
varijabla u intervalu (0, 27).

* Izlaz sustava s blok dijagrama dan je izrazom:

T
RQ2T) = % J.A2 cos(w,t +O)cos(w,t + O + m,7)dt
T

2T
= f—T j [cos(@,7) + cos(2wyt +20 + w,7)]dt

-T

gdje je © jedna realizacija slucajne varijable ©.

* Moze se dakle vidjeti da je
RQ2T)=R,,(r)+ (1)
edje je i
R (1)= EY cos(w,7)

prava vrijednost auto-korelacijske funkcije kao $to
je izvedeno u ranijem primjeru.

* Drugi pribrojnik
2 .
e(r)= A cos(w,7+20) sino,T)
2 20,T
je iznos pogreske koji ovisi o 7.
» Ako pogreska mora biti 20x manja od najvece
vrijednosti autokorelacijske funkcije onda

| 6() [ 0.05R , (0) = T > 12

2




» Definicija: Neka je za slucajni proces X(t)
definirano N slucajnih varijabli X,=X(#)),
X,=X(t,), ..., X,=X(y) koje su definirane u N
vremenskih trenutaka ¢,, t,, ..., ty .

* Ako su za bilo koji N i trenutke #,, £, ..., ty ove
varijable zajednic¢ki Gaussove, tj. ako imaju
gustocu vjerojatnosti N-tog reda danu izrazom

exp{— % x-%)"C(x- i)}
Jen'ic, |

S (X Xy teanty) =
gdje je vektor x =[x, ...xN]T
te x=[x...x,]

vektor srednjih vrijednosti, a

Cyvi Cyy - Cyy
kovarijancijska matrica ¢iji su elementi
Cy = E[(X, = X)(X; =X )] = C,.(1,,1;)

X, = E[X,]= E[X(t,)]

* Iz definicije se vidi da je Gaussov slucajni proces
odreden s vektorom srednjih vrijednosti i
kovarijancijskom matricom.

* Bududi da vrijedi
Coo (1) = R (¢,1,) = E[X () JE[X(2,)]
slijedi da je specifikacija Gaussovog procesa

moguca pomocu auto-korelacijske funkcije Ryy
slucajnog procesa i srednjih vrijednosti.

« Ako Gaussov proces nije stacionaran onda srednje
vrijednosti i auto-korelacijska funkcija ovise o
vremenu.

« Ako je Gaussov proces stacionaran u Sirem smislu
srednja vrijednost je konstantna

X, = E[X(t,)] = konst.
dok auto-kovarijancijska i auto-korelacijska
funkcija ovise samo o razlikama vremena, a ne o
apsolutnom vremenu:

Cxx(t'vtk) = C)o((tk _ti)

i

Rxx(li’tk) = Rxx(tk _ti)




* Neka je dan Gaussov slucajni proces koji je

stacionaran u Sirem smislu i koji ima sljedecu t—t, = k—i . k=123
srednju vrijednost i auto-korelacijsku funkciju: 2
X=4 "
-3
R_(r)=25¢"" =R (1, —t)=25 *
+ Treba odrediti funkciju gustoce vjerojatnosti ,3\"7*1'\
tre¢eg reda za slucajne varijable = C,.(t, —1,)=25¢ -16

X(t), i=123, t=t, +%

* Elementi kovarijancijske matrice dani su kao:  Sada kad su poznate srednje vrijednosti i
, . kovarijancijska matrica moze se pisati izraz za
25.16  25¢2-16 25¢%-16 funvkciju gustovc'e.: vj eroj'a'tnosti treéeg reda za
3 3 trazene tri slucajne varijable:

C, =|25 2-16 25-16 25¢ 2-16

. - _l Y o T

25¢ 2-16 25¢ *-16 25-16 eXP{ 2(X x) C(x-X)

S (X%, X5, 1,,1) = ~
Jen'ic,|

« Koristi se i izraz Bernoullijev slucajni niz.  Primjer: kod linearnog prediktivnog kodiranja
* Definicija: niz kodira se razlika izmedu ulazne vrijednosti signala
X(n), —o<n<om i predikcije na temelju prethodnih vrijednosti

. . e L .. uzoraka signala.
nezavisnih slu¢ajnih varijabli koje poprimaju dvije

vrijednosti +1 1 —1 s vjerojatnostima p i 1-p zove
se Bernoullijev proces. Ako je p = 0.5 proces se
zove binarni bijeli $um.

* Ako se ta razlika kodira pomocu jednog bita (delta
modulacija) onda se taj niz moze modelirati kao
Bernoullijev niz.

» Bernoullijev proces je stacionaran i ergodican.




* Definicija: Slu¢ajni niz definiran izrazom

Y(n)= Y X(k), —o<n<w
k=—0
gdje je X(k) Bernoullijev proces koji poprima
vrijednosti +1, —1 s vjerojatnostima p i 1-p zove
se slucajni hod.

» Kod rekonstruiranja delta moduliranog signala se
sumiraju razlike (+1 1 -1).

» Bernoullijev proces je niz ¢iji su uzorci nezavisne
slucajne varijable.

* To u nekim primjenama dobro opisuje realnu
situaciju.

» Takva pretpostavka nije dobra za modeliranje svih
binarnih nizova (neki su nizovi zavisni).

* Najjednostavniji oblik zavisnosti je kad
vjerojatnost nekog uzorka ovisi o vrijednosti
prethodnog uzorka.

» Ovakav tip slucajnog procesa zove se Markovljev
slucajni proces.

* To je dobar model za veliki broj prakti¢nih
problema (primjer: nizovi to¢aka u slici).

* Markovljev proces ne mora biti binaran - moze
poprimati bilo kakve vrijednosti (kontinuirane ili
diskretne).

* Definicija: Slucajni proces je Markovljev proces
ako uvjetna distribucija slu¢ajne varijable X(n) uz
danu proslost n’ <n ovisi samo o prethodnom
uzorku X(n - 1)

fX(n)\X(nfl),X(rkZ),,,.(xn [X, 15X, 2500) =
fX(n)|X(n—1)(xn [x,.)




» Kada X(n) poprima vrijednosti iz kona¢nog skupa
vrijednosti onda se takav Markovljev proces zove
Markovljev lanac.

* Definicija: Slu¢ajni proces koji poprima
vrijednosti na konacnom skupu je Markovljev
lanac ako zadovoljava uvjet:

P[(X(n)=x,)|(X(n-1)=x,),(X(n-2) =x,.,),...]=
Pl(X(n)=x,)|(X(n-1)=x, )]

* Neka je skup mogucih vrijednosti {5}, S5, ..., So}
» Kadaje X(n) = S; kaze se da je Markovljev lanac u
stanju i.
S3
S ‘ | n
l |
| —

* Prijelazne vjerojatnosti definirane su kao:

Py (n) = P[(X(n) =S) | (X(n=1)=S,)]

* Pretpostavimo da su prijelazne vjerojatnosti
konstantne (neovisne od 7) i oblika:

Py = P[(X(n) =S ) [(X(n=1)=S,)]

» Tada se sve prijelazne vjerojatnosti mogu prikazati

matricom P ¢iji su elementi P;;

e Q=3 (tri stanja):

» Gornja matrica naziva se stohasticka matrica.

 Cesto se koristi i prijelazna matrica:

By B, By
n=P" = qu Pz\z Pz\z
Psu Pz\z P3B
| —




» Ovakav Markovljev lanac moze se prikazati i
prijelaznim dijagramom stanja:

=0l o

» Poissonov proces funkcijom vremena opisuje
koliko se je puta neki dogadaj dogodio.

* Dogadaj se dogada u slu¢ajnim vremenskim
trenucima.

* Primjer dogadaja moze biti:
— dolazak klijenta u banku ili na blagajnu
samoposluzivanja,
— kvar u sustavu.

 Poissonov proces je diskretni sluc¢ajni proces zato
jer vrijednost poprima diskretne iznose 1,2,3, ...

» Zato se ovaj proces zove i Poissonov proces
brojanja.

| ——
Iz ova dva uvjeta slijedi da je broj dogadaja u bilo
kojem kona¢nom intervalu opisan Poissonovom

distribucijom:
-t
Ax@=-k= ol
| —

 Za definiciju Poissonovog procesa treba ispuniti
dva uvjeta:

— dogadaj se moze zbiti samo jednom u svakom
infinitezimalno kratkom vremenskom trenutku,

— trenuci moraju biti statisticki nezavisni.




