Fourierov red
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Fourierov red

» Slozeni periodicki signal :

XO)=x(t+nT), neZ

moze se aproksimirati trigonometrijskim
polinomom:

N
sinteza: Y(t):Zane’ oM neZ
-N

odnosno sumom eksponencijala.

» Zarealni X(¢) kompleksne amplitude su
konjugirane.
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Fourierov red (nastavak) Svojstva Fourierovog Reda
a,=a; a,=A4e",a =Ae’" X(0)=) X[nle"
¥ (1) = A (/% '™ 4 o=/ g IOt - _
(=4, ) FOo X F(O)o X o) o2
X,(t)=2A4,cos(ont+o,)
» Koeficijenti a, Fourierovog reda obi¢no se ati (t)+bv (1) <> al (new, ) +bV (nw, )
oc};g«ituju tako da se gornji red pomnozi s aii (t)+bv(t)<>aU[n]+bV[n]
e"™] integrira u osnovnom periodu 7.
Jnwot
» Odatle izlazi Fourierov koeficient a,, x(t+1) > Xnle
178 e x(t)e’" ™ <> X[n+m
analiza: a,=— J.x(l)e "t dt=X[n) ) [ ]
-T/2
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Svojstva Fourierovog Reda (nastavak)

,v(t)%f(z)*g(rmF[n]~G[n]
Y[n]=F[n]*G[n]<> f(£)-8(¢)

T/2 1
SN & SO ~ 4~ Cirkularna
V(1) T;[Z(t) V(E-t)drou*y konvolucija
Y[n]=U[n]*V[n]<>u(1)-9 ()

T2

L e, &
P=_ [ @ di=3|x1n]

-T/2 n=—c0

= Elementarni signali u Fourierovom redu su ekspo-

Napisano opcenito za vremenski kontinuirane i diskretne
signale Ti2

Poop¢enje Fourierovog reda

nencijale, koje zadovoljavaju uvjet ortogonalnosti
/2

o T, m=n
LN 0, m#n

K,, m=n

I 0, m#n

[ <p,,<r)<p;<r)dr={

K-l i K . —
Z%(kypm(k){o" e

, m#n
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Poopcéenje Fourierovog reda (nastavak)

» Pri predstavljanju slozenih signala linearnom
kombinacijom elementarnih signala, Cesto se
upotrebljavaju ortogonalne funkcije.

N N

X0O=Y a0, ili k=) a,0,k]
n=0 n=0
= Koeficijenti ¢, mogu se odrediti na temelju
minimalne greske aproksimacije. Pogodna
karakterizacija greske je integral ili suma

kvadrata greske u danom intervalu.
ks

| N 2
= K- Sa0,1K]]
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Poopcéenje Fourierovog reda (nastavak)

= Nadimo optimalne koeficijente 4, i a, trazenjem
minimuma greske
& _, o
0Oa, 6a2
&= WK1 - 2x{kl[a,,[K]+ a0, (k1] +
k
+a,lk1+ a0, 11T |
» Pri kvadriranju sumacije otpadaju mijesani
¢lanovi zbog ortogonalnosti, tako da izlaze uvjeti
ekstrema:
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Poopc¢enje Fourierovog reda (nastavak) Poopc¢enje Fourierovog reda (nastavak)
» Kvadratna greska aproksimacije kona¢nom
— 2x{k]g,[k]+ 24,0} [K] =0 AN !
— 2 ko, [k]+2a,93[k]1=0 1 & [ T
£= Za o,[
= Odakle izlaze optimalni koeficijenti a, i a, k ~k %
Zx lo,[k _a L [ JrZ:czz(p2 2x2an(pn }
a,= -1 k —k %
2901 Kl
YAkl _a, _ LS en ek, 20,
a, = kZ_kl k
2@2 Kz
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Poopc¢enje Fourierovog reda (nastavak)

2
. v o
= ako nadopunimo desne ¢lanove s +—"

n

2 2
funkcija kvadrat | K, —2a, 0, + o |-
K K

n

2 9
i % | %
1z1az1 (anﬂ n m] Kn

Poopc¢enje Fourierovog reda (nastavak)

= Buduci da za optimalne koeficijente vrijedi
a,=o,/K,najmanja greSka je dana s
2
2 o
e=>» x[k]-) —*
22

n

odnosno zbog o’/K, =a’ K,

k N
e=) x’[k]-) aK,
k 1
» kako su sumandi nenegativni moze se zakljuciti
da s ve¢im N greske aproksimacije su sve manje.
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Poopcéenje Fourierovog reda (nastavak) Poopcéenje Fourierovog reda (nastavak)
. 2
= Kad N raste bez granica suma () X,@,K, Ako vrijedi za neki niz x[k] kaZe se da suma
. . 2 v :
konvergira sumi Zx [k]  sto predstavlja zan(Pn[k] u prosjeku konvergira nizu x[k].
k n
energiju signala.
= U tom slu¢aju vrijedi
K N
D XkI=) 4K,
k=1 1
$to je generalizirani oblik Parsevalove relacije.
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Vremenski diskretni Fourierov red (DFT) Vremenski diskretni Fourierov red (DFT) (nastavak)
Uzmimo periodi¢an niz za koji vrijedi B . . s
N - Buduc¢i da su eksponencijale diskretne najvisa
X[k1=X[k+Nr], reZ oo N 3 ..
frekvencija koja se moze jednoznacno predstaviti
Kao kod kontinuiranog periodi¢nog signala je s n=N-1. Sve ostale n>N mogu se na¢i medu
moze se razloziti na sumu periodickih onima iz intervala [0, N-1]. Medu svim
sinusoida ili eksponencijala frekvencija koje eksponencijalama perioda N mogu se dakle naci
su cjelobrojni visekratnici osnovne 2t/N samo N razliCitih
2m, @[k*-fN] 80581558 N1
g lk]l=e" =e? =e [k+rN] )
jer: g lk]=gylk], g [k]=gyulk], ..
17/50

Vremenski diskretni Fourierov red (DFT) (nastavak)

Periodi¢an niz X[k] dakle se moZe predstaviti
s N diskretnih eksponencijala

N-l fﬁnk
X[k]1=D a,e
n=0

Optimalni koeficijenti koji osiguravaju minimum
sume kvadrata greske mogu se dobiti iz opceg
izraza za razlaganje signala na ortogonalne nizove.
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Vremenski diskretni Fourierov red (DFT) (nastavak)

Optimalni koeficijenti su:

2mnk

S xinloik] Ykl ¥

ookl Y

a

n
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Vremenski diskretni Fourierov red (DFT) (nastavak)
_2mnk

N EL
Zx Kle V5 X[k]=)_ X[nle ¥
n=0
¢ine par izraza koji se nazivaju diskretnom
Fourierovom transformacijom (DFT)

Kako se vidi niz koeficijenata a, je takoder
periodi¢an niz tj. a, =a,, y = X[n]

S periodom N: ejann/N .el/'ZTran/N =ej2nkn/N‘

DFT povezuje N uzoraka jednog perioda

periodickog signala s N uzoraka periodickog spektra.

Koeficijent 1/N se nekad pridruzuje izrazu za X[k].
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Vremenski diskretni Fourierov red (DFT) (nastavak)
Pogreska aproksimacije
Suma kvadrata greski VDFR-a ili DTFT-a se
moze dobiti iz opleg izraza ()i K,=N

N-l 'i\fk(nm)_{N, n=m

2

pary 0, nxm
N-1 N-1

e=) x'[k]-D_a;N=0
k=0 n=0
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Vremenski diskretni Fourierov red (DFT) (nastavak) Periodicnost niza i perlOdICHOSt 5P ektra
» [zvan podrucja n€[0, N-1] se nizovi signala i
N-1 2mnk  N-1 ..
spektra ne ponavljaju.
X[m=Y xlkle ™ =Y sl S
g g m Izraz [k-iJmodN znacéi da [k-i] treba dijeliti s N i
N-1 pmk v sacuvati samo ostatak.
7nk
x[k ]:ZX n]e ZX [n]W = Da bi se preko cirkularne konvolucije stiglo na
=0 linearnu trebat ¢e nadopuniti impulsima oba
W—e_‘f% niza tako da period bude jednak cirkularnoj
T duzini konvolucije.
» Za slucaj duzine sekvencije M i N konvolucija
¢e biti duzine M+N-1.
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Periodi¢nost niza i periodi¢nost spektra (nastavak)

= Odziv sustava kao linearna konvolucija trazi
vise multiplikacija nego pretvorba u spektar oba
signala pobude i odziva na uzorak mnozenjem
spektara i inverzijom.

U
u o——— DFT j
N/ UH; nET yiu*h
N ori [ >
ho— | prT |

Svojstva DTFS (DFT)

Linearnost
DTFS{aii[k]+bV[k]}=aU[n]+bV[n]
Posmak ki

(X[k—ilmod N} <> X[nle
Konvolucija cirkularna

Zu iimod Nv[i]<>U[n]-V[n]

Parseval

Z\x[k P’

u=0
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Vremenski q‘_lSkretna Fourierova Vremenski diskretna Fourierova transformacija
transformacija (nastavak)
Pretpostavimo da je aperiodi¢ki signal X[k ]dan jed-
Jednostavan prijelaz iz Fourierovih redova u nim periodom signala X[k], koji je periodiCan s N.
transformaciju moze se dobiti prikazom
odi : . X x[k], -K<k<K
aperiodi¢kog signala kao grani¢nog slucaja lk]= ’ N=2K+1
periodickog signala kad period ponavljanja 0, k=K
tezi u beskonacnost.
Al b - k LA g
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Vremenski diskretna Fourierova transformacija
(nastavak)
Kad K raste, razmak izmedu sekcija signala se
povecava, te za K—oo replike se udaljavaju u
beskonacnost.
x[k]=limx[k]
K—w

Vremenski Diskretni Fourierov red periodickog
niza X[k] je:

2mkn X  dnkn

*[k]= > X(nle ™ )?[n]% Tkle | N

n=—

Vremenski diskretna Fourierova transformacija
(nastavak)

Buduéi da je x[k]=X[k] za ~K <k <K i
x[k]=0 za k> K izlazi

K 2nnk

1 -
X[n]=— k No=
[n] N,,;Kx[ le

2mnk

1 & -
= k N
NH;OX[ le

X[n]je periodican s N. Spektralni uzorci su s
razmakom 271t/ N = ®,

Vremenski diskretna Fourierova transformacija 29/50
(nastavak)

4X(€Nq)
h &X (e”™) 4

- P

Slika prikazuje uzorke spektra i njihovu ovojnicu, koja

je periodicna s 27. Za veéi N uzorci postaju sve gusci.
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Vremenski diskretna Fourierova transformacija
(nastavak)

Zamislimo da tom nizu uzoraka na slici
spektra odredimo normiranu ovojnicu
kontinuiranu periodic¢ku funkciju, tako da
vrijedi

=10,

X[n] :%X(ej"’)‘

X(e”)= ix[k]e’j“’k

k=—w

X, = Yalkle ™
k=—x0
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Vremenski diskretna Fourierova transformacija Vremenski diskretna Fourierova transformacija
(nastavak) (nastavak)
Sad se periodiéki' spektar moze izraziti s U sumaciji imamo vrijednosti X (e/). ¢/
normiranom ovojnicom mnoZene sa §irinom o, =2nt/ N . Sumacija je
1 K _ - pravokutna aproksimacija integrala.
o ZX(e_l(oon )e/(oan
Kad N,K -, 0=ko,, do=0,, a suma
(DO z X (&™) prelazi u integral
L o . [k]—iij( ).e*d
Utjecaj grani¢nog prijelaza N—oo je da smanjuje =5 1ale yedo
razmak o, izmedu komponenti spektra o,=2n/N -
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Vremenski diskretna Fourierova transformacija Vremenski diskretna Fourierova transformacija
(nastavak) (nastavak)
Time smo dobili aperiodicki niz ?C[k] kao Uvjet da aperiodi¢ki niz ima DTFT je da
superpoziciju elisp.onencg ala ili sinusoida. njegova sumacija apsolutno konvergira
Tezinska funkcija je spektar "
x[k] <o
X(e/w) Zx —jwk ;‘ [ ]
pa zajedno sa integralom ¢ini par koji se naziva
vremenski diskretnom Fourierovom transfor-
macijom VDFT (engl. Discrete Time Fourier
Transform DTFT).
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Svojstva DTFT Svojstva DTFT (nastavak)
Linearnost Parseval
. . o2
au[n]+bv[n]<>alU(e’*)+bV (') Zx klx'[k Z\x 4
Posmak i .
xk—il<e X (") MnozZenje
N l T/2 . oy
Konvolucija ulkW[k]=— IU W (e'"“®)de @ Periodicna
) St konvolucija

u*y= Zu[z

—ilU@E™) V(™)




37/50 38/50
Fourierova transformacija Fourierova transformacija (nastavak)
Upotrebljava se za predstavljanje aperiodskih signala Harmonijske komponente postaju guste,
superpozicijom eksponencijala ili sinusoida. pa dobivamo iz sume integral:
Moze se izvesti iz Fourierovog reda, tako da se "
aperiodski signal dobije kao grani¢ni slucaj x(t) :L j X(jo)-e"do
periodi¢nog signala, ¢iji period ide u beskonacénost. nz,
Sli¢no kao kod DTFT ® a
X(jo)= [x(t)-e”™dt
© X(t), -T/2<t<T/2 2w
x(t)= =l X
0, >T/2 x(0)=lim3(?)
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Fourierov spektar signala

Spektar signala napisan u pravokutnom obliku sa

svojim realnim i imaginarnim dijelom
X(jo)=X,(jo)+ jX,(jo)

napisan u polarnom obliku sa svojim
amplitudnim i faznim spektrom

X (jo)=[X (jo)e
X(j@)=4®), X, (®)=A4(w)cose(®)

¢@n=mag§f2} X (@) = A(0)sing(®)

Fourierov spektar signala (nastavak)

Da bi frekvencija signala imala Fourierovu
transformaciju mora zadovoljavati neke uvjete:

1. Tx(t)e’f"”dt < T‘x(t)e’j"”

msﬂmmm<w

Funkcija x(¢) mora biti apsolutno integrabilna te
imati konacan broj maksimuma i minimuma, tj.
konacan broj diskontinuiteta u konacnom
intervalu.
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Fourierov spektar signala (nastavak)

Transformacija postoji za prakticki upotrebljive
signale. Ima medutim signala kao §to su stepenica i
sinusoida koje nisu apsolutno integrabilne, ali se
mogu predstaviti transformacijom, ako dozvolimo
upotrebu impulsa u vremenskom i frekvencijskom
domenu.
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Fourierov spektar signala (nastavak)
Primjer: Spektar pravokutnog pulsa.
Pravokutni puls je definiran:
o 1, zalf|<T/2
r.(t)=
¢ 0, zal|>T/2
+00 T/2 _ o | T12
e s e Jjot
R ()= J.'"C (t)e®'dt= _[1~e IO dp == =
o T JO L1
—jol/2 _ jol/2 [y —
=¢ ¢ :TSIH(O)T/Z):Tsinc (®T/2)

jot (®T/2)
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Fourierov spektar signala (nastavak) Sy
A
72 M/T‘ 20/T
X (e 7o )

A
T I >
-T ‘ T

Trokutni puls: I
)= t=t/T|, zalf|<T .
o, all>y RO@=Tsinc (07/2)
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Fourierov spektar signala (nastavak)

Simetrija FT medu varijablama ¢t i ®
omogucuju lagano odredivanje odnosa
izmedu signala i spektra.
Ako je:
x()<—=>X(jo)
Tada je:
X(jH)<>2mx(-®)

Dokaz slijedi iz izraza za x(¢) i zamjenom ¢ —>—©
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Prolaz signala kroz linearan sustav

= Kako smo ranije rekli sustav je skup
operacija na ulaznom signalu da bi se dobio
izlazni signal.

= Na temelju dosadasnjeg zaklju¢ujemo da se
integralno vladanje sustava moze odrediti iz
njegovog odziva na impuls (KS) ili uzorak
(DS) ili pak iz frekvencijske karakteristike.

= Prema tome za linearne sustave imamo jo$
dva matemati¢ka modela.
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Odziv na impuls ili na sinus pobudu

» Zarazliku od mjerenja parametara sustava
opisanog diferencijalnim jednadzbama,
mjerenje impulsnog odziva ili frekvencijske
karakteristike je dosta jednostavno.
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vrem. domena frekv. domena

linearnost FT au(t)+bv(t)<>alU(0)+bV (®)
simetrija x(t)ye X((D) X () 2nx(—w)

E
kompresija expom x(at) ==

a \
) X(o) ht)eHo)
x*h X (o) -H(w)
x-he X(0)*H(o)
x(t—t,) > X (w)e ™"

Svojstva FT:

konvolucija u VD

konvolucija u FD

vremenski pomak
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Svojstva FT (nastavak): |vrem. domena frekv. domena

x(t)e’™ <> X (w—w,)

Il

frekvencijski pomak

vremenska derivacija " (—)( ]O)) X(w)
vremenska integracija J.x(r)d‘c > X( ) +TCX(0)5((D
: Jo
. - dX (o)
frekvencijska derivacija —jix(t)yo>————=
x(t
frekvencijska integracija ( )(—) J-X (@)d@

vremenska inverzija

(= t)<—>)?( —o)




Transformacije:
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vrem. domena frekv. domena

(1)1
16 218(®)
cos®t <> n[d(w—m,)+6(0+w,)]
sin®? <> ju[d(w+m,)—d(w—n,)]
sgnt(—)_l
jm
u(t) <> TES((D)-F.L
®

x()=) X, " 21 X, 5(0—nw,)

n=—m n=—00

Transformacije

50/50

vrem. domena frekv. domena

(nastavak):

e’ < 2n8(w-w,)

o, =2n/T
D 8(1—kT) >, Y 8(0—nw,)
k n

8" (1) (jo)"
-2
Of

1" <218 ()




